FUNCIONES
CONCEPTOS BASICOS DE FUNCIONES

Determinar el dominio v el rango de las siguientes funciones:

1) flx)=x*+5

La funcion esta definida para todo valor de x, es decir, su dominio son todos los nimeros reales:
D, =(-e, )

Despejando x para obtener el rango:

y=x'+35 = y-5=x' = d.‘,"_vTﬁ:r

Resolviendo la desigualdad: y—-520 = y=z5

o R, =[0.)

2) flx)=|y

La funcion esta definida para todo valor de x, es decir, su dominio son todos los nimeros reales:
D, =(-e.)

Por definicidn de valor absoluto, el valor mas pequefio que puede tener y es cero:

5 R =[0,e)

: 1
O

La funcion esta definida para todo valor de X, exceptuando x=-3 vy x =13, va que la division por ceno no existe:
D, =(-=,-3)U(-3.3)U(3. =)

Despejando x para obtener el rango:

s 4

V= 11 — {r]—g}yzl = 1-_9:1 = x‘:l+9 = x:,ll+9

w9 y y I
Resolviendo la desigualdad: i +0=0 = i =-0

y ¥
Siy=0: .vz—%,enmnces su interseccidn es: v = 0.
Siy<0: yi—%,emonces su interseccion es: _v*_i—%.
' 1

Rf:l“"%—ﬂu[ﬂ-.*ﬂ
4) flx)=+5x-20
El radicando no puede ser negativo, asique: 3x-2020 = 3xz20 = .rzz—_ﬂ = xz=4
D, =[4,)

Para ohbtener el rango, se observa que el valor minimo que se puede obtener de una raiz cuadrada es
cero, asi que: y =0,

s R =[0.e)

5) flx)=2senx

La funcion seno esta definida para todo valor de x|, es decir, su dominio son todos los nimeros reales:

Dy =(-cs, o)

El rango de la funcion senc esta definida esta definida para —1=x =1, pero como tiene una amplitud de

dos, este rango se duplica:

R, =[-2.2]



ALGEBRA DE FUNCIONES
La suma de funciones se define como (f+g)(x)=f(x)+g(x) y sudominioes D, D, .
flx)=x*; glx)=-2x+5
(f +g)hx)=flx)+glx)=x*—2x+5
D, =(~co,e0)
D, =(-e0,0)

g

Dyiety =D, ND, =(—co.ca)

+  Laresta de funciones se define como (f —g)x)=7(x)-g(x) y sudominioes D, N D, .
FX)=vx; glx)=A0-2*

(f —g)x)=f(x)-glx)=vx —yo—%

D_f = [0’ °°)

Dg = [- 3. 3]

Dy =D,ND, =[0.3]

El producto de funciones se define como (1 g{x)= f(x)- g(x) y sudominioes D, N D, .
1

12-2x

(7)) = 7)) =5

D’ = (— oo, oo)

Dg = (—OO, 6)U(6* °°)

D14t =D, ND, =(—c0.6)U(6. =)

flx)=3x; glx)=

El cociente de funciones se define como L" x)zf(x.) y su dominio es D [ D , siempre que
l g '( g(xj ! z

glx)=#0.
flr) ==L glx)=ox

2-x
11
fya f)_(-x)_ 1
l; )= glx) o  18x-ox
D/ = (— oo, ‘-’)U(z-“’)
D, =(~c0, )
D,,,=D,ND, =(-=.0)U(0.2)U(2.-)

glx)




« La composicion de funciones se define como (/¢ g)x)=7(g(x)) y su dominio es el conjunto de
todos los valores de x en el dominio de g tales que g(x) esté en el dominio de [ . Esto significa
que: D.,°g ={xe D’ | g(x)e Dj }

Dadas las siguientes funciones, obtener la composicion f o g v determinar su dominio.

1) f(x)=m: g(x)=x-—2

D, =[8.)

D, =(~os. )

Para obtener la composicion f o g se sustituye x por g(x) en 1

(f o ghx)=flglx))= flx—2)=(x-2)-8 =~x-10

en esta funcion el dominio es: D, = [10. =)

D, = {xe D, | glx)e D, }

D,., ={(~es.=)N[10. %) }=[10. )

2) flx)=——: glx)=x*

r—25
D, =(~22,25)U(25. )
D, ={-os, )

Pa8r3 obtener la composicion f o g se sustituye X por g{x) en f:
5. W A2) 1 _ 1
(f°g)(-’f)—f(g(1))—f(l )— (xz)—QS ¥ _25
en esta funcion el dominio es: {—os. —5)U(=5,5)U(5. =)
D,,={xeD, | glx)e D, }
D, ={(-e. w)N =00, =5)U(=5. 5)U(5. 00) }= (=0, = 5)U (5. )U(5. )

Es importante sefialar que o g = go f . En el primer caso, primero se aplica la funcion g v después
[ . En el segundo caso, primero se aplica la funcion [ v después g .

Dadas f(x)=+v1-x y glx)=v4+x ,obtener fog y gof.

a) Dy =(~o.1]

D, =[-4.=)

Para obtener la composicion f o g se sustituye x por g{x) en 1:

(f - g)x)= rlelw) = rVE+x)= 1= VA5 x

en esta funcion el dominio es: [-4. 3]

D,, ={xe D, l g(x)e D, }

D, ={l-4.=)n[-4.-3]}=[-4.-3]

b) Dy =(===.1]
Dg =[_ 4, W}

Para obtener la composicion g o f se sustituye x por f(x) en g:

(go flx)=glflx))=Fli—x)=a+1-x

en esta funcion el dominio es: (—==.1]

D, ={xe D, | flx)e D, }

D,,, ={(-=.1]n(=o0,1]}=(~e,1]
feg#gof



Obtener fog, D, .gef.vD,, s
1 -1

0 fx)=— v glv)=—

D, =(—ee, 1)UL =)

D, =(-e=,-1)U(-1,=)

-4

1 1 _x+l
(fegkx)= x—l_l_ r—1l-x-1" _2
x+1 i+l

en esta funcion el dominio es: (— o, =)
pero como D,,, = {reD | glx)e D, 1. entonces:

D, ={(—= )N~ ~1)U (-1 )] = (-2, 1)U (1)
1 I 1-x+1

X . %=1 . 25X
o l)=5 " —=0553"
+1
x-1 x-1

en esta funcion el dominio es: (—c=, 0)(J(0, ==)
pero como D, j—{xeD | flx) elx }entonces:
gq—“-MﬁﬂﬂQmmﬂFkaHJQ”=FMﬁRNQUU&M)

1
2) ftx]—? y glx }:E

D, =(=ee,=2)U(-2. )
D, =(-==,3)U(3.=)

1 1 -3
(Foghx)= 1 “1+2x-6

+2 - 2x-35
x—3 x—3
para esta expresion el dominioes' %]U!% |
pero como D, {xeD lg(x)eD } entonces:
1 1 x+2
(g0 rhx)=— , 1936 3¢5
x+2 x+2

para esta expresion el dominio es: | _.,_ _g !U: _%_ o |
pero como D, = { xeD, | flx)e D, } entonces:

D,, =l [(-oo,-z)u(-z,w)]n[[ -oo,—%‘[u{ —g.w ;} }'=(—oo,-2)u!_ -2.-§ lu| -§=°°)



MODELADO DE FUNCIONES

1) Expresar el volumen F° de un cilindro como funcidén del radio » si su altura es del doble de su radio.

Elvolumen de uncilindroes: V' =m’h (1)
La altura es el doble del radio, asique: 2* =2r _(2)
Sustituyendo en (1) se obtiene la expresion pedida: V()= w’ (27)= 2m

2) Expresar el area 4 de un rectangulo como funcion de la base b, si se sabe que su perimetro es de
100 cm

Perimetro=100 cm®

A’TE& a

b
El perimetro de un rectangulo estd dado por P =2a + 25 _{1}
Susfituyendo P=100 en (1)
2a+26=100

Como se quiers expresar en téminos de b

se despeja la aftura a

2a+25=100 = a =M =s0-5 _(2)
El area de un rectangulo es: A =ab _(3)
Sustituyendo (2) en (3) se tiene: 4=(50-5)

Por lo que la expresion buscada es: A4(b)=50-5°

3) Se dispone de una cartulina cuadrada 40 cm de lado y se quiere hacer una caja sin tapa recortando

cuadrados iguales en las esquinas v doblando sus lados. Expresar el volumen de la caja en funcidn del
lado del cuadrado recortado x.

La longitud de cada lado de la cajaes: 40—-2x
Elvolumen de lacajaes: F=4-x

A=(40-2x) x = (1600 —160x + 43°
Por lo que la expresion buscada es: A(x )= 4x° —160x% —1600x



4) Expresar el volumen 7 de agua como funcion de la altura A en un instante cualguiera de un cono
circular recto inveriido de 4 om de radio y de 16 cm de altura.

El volumen del cono es: 7' = %ﬂr:h (1)

l6cm

Q

Por la semejanza de los tridngulos ODE v OBC se tiene: ? = E = h=4x _[2}
x

Despejando x de (2): x :%

El volumen del cono es: 7= %mzh _(3]

Sustituyendo » por el valor de x en (1) se obtiene: / =l;rJ ﬁ ] h =lnh;h
3 \4) 3 16
Por lo que la expresion pedida es: 7 (k) =4—13;'n‘r’

5) Expresar la hipotenusa h de un triangulo con area de 25 em” como funcion de su perimetro P .

Parmmetro=a+b+h

Area=25cm’

a
El Teorema de Pitagoras establece que: #° =a® +5° (1)

El area de un triangulo esta dada por: 4 = % _{2]

El perimetro 2 del tiangulo esta dado por: P=a+b+h _{3]

Sesabeque (a+3) =a® +2ab+b* = (a+b) —2ab=a’ +b*
Comparando con (1) se tiene: 4 =(a+5)" —2ab _(4)

DE{E}:G—;:25 = agb=30 = 2ab=100

-

Sustituyendo en (4): h* =(a+5) —100 _(5)

De(3: P-h=a+b = (P-h) =(a+b) -(6)
Sustituyendo en (5): A* =(P—h)* —100

= W =P -2Ph+h -100 = 0=P* -2Ph-100
= 2Ph=P'-100

p)= 100

despejando h se obtiene la expresion pedida: hf_ °p



FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA EXPLICITA E IMPLICITA
Transformar las siguientes funciones expresadas en forma implicita a explicita:
1) 9xy—2x-3y-16=0
dejando los términos con ¥ en el primer miembro:
Oxy—3y=2x+16
factorizando ¥ :
¥0x-3)=2x+16
despejando ¥
_2x+16
© ox-3

2) 4y —T7x =20y +17x+6y+15=0
dejando los términes con ¥ en el primer miembro:;
4’y —2xy+6y=Tx -17x-15
factorizando ¥ :
Wax? =25 +6)=7x* -17x-15
despejando ¥ :

T =17x-15

4x* —2x+6

3) Sy +8x-10x7y* —13=0

dejando los términos con y en el primer miembro:
5y -10x°y? =—8x+13

factorizando y:

12(5-10x )=-8x +13

se despeja y*:

» _—8x+13

T 5-10x°
extrayendo la raiz cuadrada positiva se obtiene y:

,’—8x+13

A T

4) 220X 192 g
4y-1

multiplicando por el denominadaor:
Sy—6x+12x"(4y-1)=0(4y-1)
eliminando los paréntesis:
Sy—6x+48x y—12x" =0
dejando los términos con ¥ en el primer miembro;
Sy+48xTy=12x" +6x
factorizando ¥ :
{5+ 48x7 }: 12x% 4+ 6x
despejando y:

12x* 4+ 6x
T



5) 3—'?'r+2)v—4:l]

¥
muliiplicando por ¥ :
3x42y* —4y=0

ordenando con respectoa y:
2y —4y+3x=0
esto representa una ecuacion de segundo grado donde:
a=2, b=—4 ¢=3x
aplicando |a formula general para resolver ecuaciones de segundo grado v tomando 1a raiz positiva:
()44~ 4) —4(2)3x) _4+16-24x
r= ) T4
reduciendao:
{16 —24x
\ 16
finaimente:

y=1+41-15x

y=1+

6) Ox— 4+ ?-iusys -0
5
rescribiendo ia igualdad:
4+7cosy?
5
multiplicando por 5:
4+7cosy’ =45x
dejando los términos con y en el primer miembro:
Tcosy® =45x—4

3 45x -4
cosy =

=0x

aplicando Ia funcion inversa del coseno:
af L 45x—4
cos 1(cosy’)= cos™ g1 :

¥ =cos| —45?—4 ‘

extrayendo la raiz cubica se obtiene y :

[ (45x—4)
y=\"cos lf' ]




7) 2lnxp—4xt+12=0

ordenando:
2inxy=4x"-12
4xT -12

may="2 =2y 6
M

aplicando |a propiedad del producto de logaritmos:
Inx+mhy=2x"-6

dejando los términos con ¥ en el primer miembro:
Iny=2x"—6-Inx

aplicando |a fun cidn exponencial:

By — gl_]rz—ﬁ—lnx} = ¥ :E{:f—é—l:nr]

FUNCIONES EXPRESADAS EN FORMA PARAMETRICA
Transformar las siguientes funciones expresadas en forma parameétrica en forma explicita:
" x= 32 }

y=t"|
despejando ¢ de la primera ecuacion:

r=§ _l4]

despejando ¢ de la sequnda ecuacion:

=5 _lsl

igualando las ecuaciones [A] y [B]:

L

3
elevando al cuadrado:

J.:. 3 Il E .I|A 3 i
13 9
Notese como se obtiene el mismo resultado si se sustituye [A] en la segunda ecuacion.

r=1+21]
2)
y=i-2

de la primera ecuacion, se suma vy resta uno para completar el tinomio cuadrado perfecto:
1’=i‘1+2!‘+1—l=[i‘+].]2—1 _[A]

despejando 1

t=+x+1-1

despejando ¢ de la segunda ecuacion:

f=y+2 [B]

igualando las ecuaciones [A] y [B]:

Vi+l-1=y+2

R
y=+x+1-3



-

1
x=-

t
y=A~t-6

despejando ¢ de la primera ecuacion:
1
=— _ [_-'1]
X
despejando ¢ de la sequnda ecuacion:
i= }': +6 [B]
igualando las ecuaciones [A] y [B]:

3)

1 ¥ +6
X
extrayendo la raiz cuadrada positiva:
f
y= |l— ]
X

x=2t+4|
y=8t-3]
despejando ¢ de la primera ecuacion:
r—4
t=—  _l4]
despejando ¢ de la sequnda ecuacion:
+3
8
igualando las ecuaciones [A] y [B]:
x—4 y+3
2 8
eliminando los denominadores:

8(x—4)=2(y+3)
Bx—-32=2y+6

 8x-38
I]I,-:

=4x-19




1 |

=
5) 2-5
y=(4r+7)

despejando ¢ de la primera ecuacion:

1osi=L
X

1
=X _l4]

despejando ¢ de la segunda ecuacion:
Jy-T
f=— B
=L _I3]

igualando las ecuaciones [A] ¥ [B]:

1,
X AT
-5 4
multiplicando ambos miembros por —20:

4§~Q]=—ﬂJ§—ﬂ
i—3: =5y +35
x

{ 4 l-l :

——43 . 2
. _(43x-1)
| 5 | I'. 5x |
L .|

x=(7t-2F |
. (1 Fol

y=t*—6t+11
despejando ¢ de la primera ecuacion:

x+2
Vs ]
7

en la sequnda ecuacion, se resta y se suma dos para completar el trinomio cuadrado perfecto:
y=t —6t+11-2+2=1 -6 +9+2=(t -3 +2
despejando 1
t=\y-2+3 _[B]
igualando las ecuaciones [A] y [B]:

r+2 —
= ¥y—243
7
{E?+2_3= '—}'—2
(3x-19}
,v:| : +2

7



FUNCION INVERSA
si fll)=4. 7(3)=8 y fF(5)=-11,encontrar F*(4), FY8) v FY-1D)

A partir de la definicion de funcidn inversa, se tiene que:
f7(4)=1 porque f(1)=4

f7(8)=3 poraue f(3)=8

F7(~11)=5 porque f(5)=-11

El siguiente diagrama muesfra [as comespondencias:

A —f} B
f

A — B
Encontrar la funcion inversa de las siguientes funciones:
1) f[.r}=x+4 2) flx)=x'-5 3) flx)=+/2x+0

10 y=x"-5 y=+2x+9

_x+4 : [
- 10 x=y -3 X=42y+9
J[=Jr‘+4 x+5=y x'=2y+90

10 ¥V=4x+3 i_o
Wx=y+4 Fx)=4x+5 y= 7
y=10x—4 4o
Fx)=10x—4 filx)==—
" fmzai 5) flx)=(6vx-7f J flx)=2x*-20x+48

—-X — \e ucion:

yo_8 y=l6vx -7 y=2x"—20x+48

3; x=(6y -7f x=23% —20y +48
X=—-— Y= 61..."; -7 se sumay se resta 2 para completar el trinomio cuadrado perfecto:
| 3;-* Fr+7=643 x=2y—20y+48+2-2
53—,» r_—EE 57 x=2y*-20y+50-2
= Jv= 5 se factoriza 2:
3r-8=x | | x=2(y? —10y+25)-2
y= 3x-8 - :' Yx+7 I se factoriza el trinomio cuadrado perfecto:

X g 6 x=2(y+5) -2

)= xr_ e x+2=2(y+5)




REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES
Graficar las siguientes funciones estableciendo su dominio.
1
2x-8
Sielsimbolo 3 significa existe y el simbolo ¥ significa para toda, entonces: 3 ¥ Wx exceptoen x=4
D, =(-==, 4)U(4. =)

1 y=

® -3 -2 -1 o 1 2 K] X 38
y| 0071 | 0.083 | 0.100 | 0.125 | 0167 | 0250 | 0600 | =245 5
¥ 4 4.1 42 5 g T 8 =] 10
y | no definido 5 25 0.500 0.250 0167 0.125 0.100 0.083
¥y 4+ x=4
1
5 T 1
1
s 1 i
1
1
3 T 1
1
1
2 T 1
1
1 4 i
1
1 1 ! 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 T : T >
4 2, 2 H 8 B 1w 12 x
A 1+ 1
i
-2 T 1
1
s + i
1
- 1 i
1
s 1 i
1
2) y= <
4-x

3y Vx exceptoen x=2y x=-2
D, =(-e,=2)U(=2.2)U(2, )

x -5 -4 -3 -2.1 -2 -1.8 -1

y| D07 -0.083 -0.200 -2.439 | nodefinido 2.5064 0.333

o [1] 1 1.8 2 21 3 4 5

y | 0.250 0333 | 2554 | nodefinido | -2439 | -0200 | -0.083 | D047




0
N y=—xt
X

3y Vx exceptoen x=0
D, =(-2.0)U(0, )

B

7

5

5 ]

-3

-2

A

¥
¥

-0.140

-0.183 | -0.250

-0.360 | -D.562

-1

-2.250

-8

no definido

X

1

2

[

-9

-2.250

-0.562

-0.360

-0.250

0.183

-0.140

4) y=3x"-3x-18
Jdyvx
_Dr, = [—c-_'-_ c-__l

X

3

-3

-1

42

18

-12 -18

-12

42




§) y=—+/5x-10
Resolviendo la desigualdad: 5x—102=0, se tiene gue:
dy¥xconxz=2

D, =[2,)
X 1 z 3 4 & & 7 8 [ 10 11 12 [E
y|modefinide | 0 [-2236|-3162 [-3672|-4a72| 5 |-5477|-5916|-6324] 6708|7071 [-7.418
’l L 3
1 ——
E -+
4 -2
a4 T x
= 1
a2 1
&4 1
s 1
&
+ L
»
S 36—4x”
6 y= ——
Y o
. _ 36—4x° .
Resolviendo la desigualdad: TE 0, setiens que:

36-4r" 20 = 44x'<3I6 = x'<0
JyWxeon —3=x=3
D, =[-3.3]

X -3 2.6 -2 -1.6 -1 -0.5 0 0.5 1 1.6 2 2.5
¥ 0 1005 [ 1.490 | 1.732 | 1.885 | 1.972 2 1.972 [1.885 ) 1.732 [ 1.490 | 1.103 Q

()




FUNCIONES DEFINIDAS POR INTERVALOS

Explicar el comportamiento de |as siguientes funciones vy establecer su dominio.

. [5x x=1
1) flx)=1_
_ x=>1
La funcion es Ii_neal hasta 1 ¥ es constante en 5 desde un valor mayor de 1.
_D :{—-:-n -:-nJ
Jl’ ]

[x? 0<x<5
2) flx)=1__ )
135-2x  x>5
La funcion es cuadratica desde cero hasta 5 v se convierte en una recta de pendiente negativa a partir de
un valor mayor a 5.
D, =[0. )

¥

m 4+

e 1

—x x<0

X xz20

3) flx)=1

Si x vale cércr, la funcion es cero. Si x es positiva, la funcion foma su valor idéntico. Si x es negativa, la
funcion toma su inverso aditivo. Por lo tanto, representa a la funcién f(x) = |:r| .
‘DJ" = {— o mJ

¥




4 1<x<6
4) f[.r]=~x—ﬁ T<x<0
—4 11=x =15

La funcion es constante en 4 desde 1 hasta antes de 6, a partir de 7 v hasta antes de nueve es igual ala
funcion identidad. Finalmente, la funcion es constante en —4 a partir de 11 y hasta 15.

D, =[L6)U[7.9)U11.15]

¥

l D=x=1
X
;Y g
5) flx)=<senx SEx<m
—m+2x m<x=7

La funcion es de proporcionalidad inversa si s mayor de cero y menor de 1, es igual al seno desde E Y

hasta & . Finalmente, la funcion es lineal después de T yhasta 7.

o
D, =(0. ”U[E’?J




LIMITE DE UNA FUNCION
ENTORNOS

Obtener el entomo del punto @ =35 v con la semiamplitud 8 =0.6
Entomode a=(5-0.6,5+0.6)=(44,5.6)

={x| 44<x<56}

=|x-5|<0.6

esfo significa que &l entorno de @ son todos los valores de x desde 4.4 hasta 5.6, pero sin incluira los
extremos. Verificando algunos valores dentro del entomo:
six=4.7:

[47-5/=]-03]=03<06
si x=542:
|5.42-5|=042<06

E=ng d=08

4.4

2%=12
Obtener el entomo del punte @ =—3 v con |2 semiamplitud §=1.2.
Entomode a=(-3-12-3+12)=(-42,-18)
=f| -42<x<-18}
=|x+3[<12
esto significa que el entorno de a son todos los valores de
x desde — 4.2 hasta —1.8, pero sin incluir a los extremos:

six=-338:
|—3.3+3;|=|—{}.ﬂ={}.8 <12
six=-2:
|F2+3=1<12
&=12 &=12
. ] |

B=24
Se define como entarmno reducido de un punto @ en X al entono que excluye al propio punto @ . Es decir,
es el intervalo abierto {fr—é_fHJ} donde x=a.

El entomo reducido de a también puede escribirse como: {1| a-d<x<a+d. x# rr}. 0 bien
como: 0<[x—a|<d.

Graficamente esto es:

2 smiampiihed Ssmbmplfud
ded [misrvalo el Imbervaie
& &
1 | i
T '[ T X
a-& a a+&
L. s
il
28
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Obtener el entomo reducido del punto a =6 y con la semiamplitud & = 0.3
Entomno reducido de a =(6—-0.3.6+03)=(5.7.6.3) si x26
=fx| 57<x<63. xz6]

=0< |x—6| =03

esto significa que el entorno reducido de a son todos los
valores de x desde 5.7 hasta 6.3, quitando el & y sin
incluir a los extremos:

six=6.15:

|ﬁ_15—6| =0.15<03

si x=5093:

|5.93-6|=|-0.07|=0.07<03

8=03 =03

T

o —8— o
-
=

a7

L.

"
=08

Obtener el entormno reducido del punto a=-1.8 y con la
semiamplitud & =0.22.

Entomo reducido de a =(—1.8—022.-1.8+0.22)=(-2.02.-1.58)
=fx| -202<x<-158 x=-18]

=0<[xr+1§<0.22

esto significa gue el entorno reducido de a son todos los

valores de x desde —2.02 hasta —1.58 , quitando el —1.8
v sin incluir a los extremos:

si x=-1.63:
[-1.63+18=017<022
si x=-2.01:
|-2.01+1.8=]-021=021<022
&=022 =0z
n | n
-21.-[?2 -11.-& -'I-I.-:E- ¥




DEFINICION DE LIMITE

A través de |a definicion, calcular formalmente los siguientes limites:
1) lim (4x+5)

lin;(4x+5_)=4(2)+5= 8+5=13

aplicando la definicidn:
|f(x]—L|=:E = |x—n|=:§

|4x+5—13|«:£ = |x—2|c:§
|4x—8|{£ — |x—2|{§
|4|:.‘{'—2H{£ = |[x-2<é

-2 <L = v ed
4
5=k
4

. ellimite existe yes 13

2) 11331(1-2 ~2x—6)

lim(x? —2x—6)=3*—2(3)-6=9-6-6=-3

1—3

aplicando la definicion:
lrx)-Zl<e o  |x-d<é

¥ -2x-6-(-3)<e <o [|x-3<4
3]

|x2 —‘21‘—3|<£ o |k-3|<é
|(x+l)(x—3]<£ =) |x—3|<¢5
|1'—3|<L = |x—2|<5
x+1
600
T x+1

- ellimite existe yes — 3.

3) lxi._t’:%{x’+x! —x—l]

ljm(.r3+x2—x—1}:43 +4* —4-1=64+16-4-1=75

x—+4

aplicando la definicion:
|f|:x]|—L|-:£ = |x—a|~:§
|x’+:r: —_r—l—?5|=:£ & |x-4|<s
|x3+x: —x—?6|<:£ & |[x-4<d
|[x—4}{x: +5r+19] <g = |x—4|«:§
|x—4|{m = |x—4|{§

£

Cxl+5x+10
. el limite existe y es 75.



o m(-2)
r——3 X

i ' 2) 2
xgg(—x —5

aplicando la definicion:

lFx)-Zj<e o  |[x-d<é
2
173 <E = |x—{—5}1<:§
—10-2x = |x+5|{5
5x
—2{x+5}‘ = |x +5|{J
Sx
aplicando el valor absoluto a los términos del producto:
2(x+5)<£ & |x+5|<b'
S5x
[x+5 <>xT€ = |x=3<o
Sxe

*. el limite existe y es

UllN

5) ]HJE
tim V2% = 2 =2

aplicando la definicion:

|rx)-Ll<e <<  |[x-d<é
|v{5—«ﬁ]<e e |x-1<é

muitiplicando por el conjugado del binomio:

(5 \Fﬁhﬂ <E = |x—1|<5

2x=-2 "
<E = x-1l<o
Toreds =
2(x-1) :
—|< €& = x—1<o
V2x +42 | ll

(~/°_x+~/_}

o |x—1|<b'

*. el limite existe y es V2 .

6) lim [L]
3\ x+3

lim (le 1 =% (No existe)

=3\ x+3) =343
si se desea aplicar la definicion:
|flx)-Lj<e & |[-q<é

no se puede ya que L no es un valor definido, por lo tanto, el limite no existe.



PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Aplicando las propiedades, calcular los siguientes limites:
1) lims=35

=4

2) lm x=-7

x—+—7

3) lim 6x° = 6(2)" =6(4)=24
4) lim 3t —5xr+0=3(3) —5(3)+0=30)-5(3) L0=27-15£0=21

5) lim Sx% —8x* +10x —15=5(-1) —8(-1) +10(-1)-15=5(-1)-8(1)+10(-1)-15
=-5-8-10-15=-38

1 1 1

w5 4y —6 4(5)—6 20-6 14

ax  20-4 -8 -8 4

7) lim = - = = =
—=6x-10 6(—4)-10 -24-10 -34 17

| Toios
9) tim /8% =3/8(8) = V64 = 4
10) tim =L =2
= x-—1 0
este limite presenta una indeterminacion, sin embargo, si se factoriza el denominador:
x—1 ] x-1 . 1 1 1

P {x—l]l[x+1}|: =yl 141 2

_ x -0 3¥-0 0-0 o
1) lim = = ==
=3 oy —3 i-3 3-3 0
para eliminar la indeterminacion se factoriza el numerador:

fim X =9 — i X +3Nx=3) —lim(x+3)=3+3=6
-3 y—3 r—+3 =3 r—3

- 7 - -
o tim 24 _202)-4 _ 4-4 0

2y +x—6 22+42-6 4+2-6 0
este limite presenta una indeterminacion, sin embargo, si se factoriza tanto el numerador como &l
denominador: _

2x—4 ) Ax-2 ) 2 2
— =lim [ ) - =lim =
=1yl px—6 —2(xr+3fx-2) —Ix+3 243

2
o5

. x'-16 4 -16 1616 0
13) lim — =— = =—
4y’ _6r+8 4°-6(4)+8 16-24+8 0
para eliminar la indeterminacion se factoriza tanto el numerador como &l denominador:
) :
x*-16 . (x+4)x 4) o X+4_4+2 6.

4 x° —6x+8 r+4(x—2)x—4) rx-2 4-2 2




& tim (-1x+2) _(1f-1f-1+2)_@-1)-1+2) 0
=1 x* 43x+2 [—1}:+3[—1]+2 1-3+2 0
a fin de eliminar la indeterminacion se factoriza el numerador v el denominadaor:

tim [_1':—1){3'+2]'_ (x4 -1x+2)

; = lim =1lim(x-1)=-1-1=-2
=1 x*+3x4+2 {x+1,‘{x+2] H-1[ )
15) lim X —x 1 -1 1-1 1]

1y _3x+2 1P-3(1)+2 1-3+2 0
para eliminar la indeterminacion se factoriza tanto el numerador come &l denominador;

X=X g xlx-1) tim S = 1 1

= - :—:—]_
=x? —3x 42 ot (x-1)x-2) =1x-2 1-2 -1

16) Tim X +x-20_ 4 +4-20_16+4-20_0

5yl _x_12 4'°_4_12 16-4-12 0
este limite presenta una indeterminacion, sin embargo, si se factoriza tanto el numerador como el
denominadaor:

h_m.r:+_r—21]_. (x+5)x—4) . x+5 _4+5 0
ot —x—12 w4 (x+3)x—4) F=x+3 4+3 7

17) lim x*—11x+30 _ 6° —lll[ﬁ_}+ 30 _ IG—66+30 :E
5 x* _13x+42 6 -13(6)+42 36-78+42 0
para eliminar la indeterminacion se factoriza tanto el numerador como el denominador:
im WV -1r+30 o (x—6)x-5) . x-5 6-5 1 _
6 X" —13x+42 5 (x—-6)x-7) =$x-7 6-7 -1

¥ —14x+49 T -14(7)+49 _40-08+40 0
-7 -7 -7 0
este limite presenta una indeterminacion, sin embargo, si se factoriza el numerador:

fj X 4x+49 =1un(x_?l'r_?}=1m}{x—?]= 7-7=0

18) 11|]1

x—+7 - x—37 X—

W lim D gy ¥ g, 11 1
=3 x* 25 x5 (x4+5)Mx=5) = x—5 5-5 0

(no existe)

. «."'E - *\.'I'E xl' L —=f 2 xl'? - M'I'_ 'D
20) lim — =— = =—
=2 xP_4 2?4 4-4 0
multiplicando por el binomio conjugado del numerador para deshacer la indeterminacion:
i

]_'i]I]_ '\"I; - ‘\I'IE _ ]]-_ﬂ_]_ '\,'I'J._' — ‘\,.'IE 1""; + "\"IE _ 1]_[[[ X — 2
12 x: . | r—+1 x: . | .\'\I'I';‘i‘ _‘I:"E r—+2 {1-3 _41 "'E-i- \'Ili}
factorizando el denominador:
_.7 -
mﬁ“:m =2 _lim ! =- !
=2 x4 2 (x4 2) -2 +42) 2 (x+2fx+42) (24202442
1

4242 &2



x+38 8+8  8+8 16

“2x+16 —28)+16 —16+16 0

para eliminar la indeterminacion se factoriza el denominador:
x+8 x+8

8 _2x+16 % —2(x—8)

comeo no se puede simplificar, el limite no existe.

21) 11|]1

12} 57125 125-125 0O
22) lim _ — = —=—
5 x2-25 5'-25 25-25 0

a fin de eliminar la indeterminacion se factoriza el numerador v el denominador:

X105 _ . (x=5)? +5x425) . xP+5x425 5% +5(5)+25
=3 x2 =25 = (x+50x=3) =%  x+5 545
25425425 75 15
1w 10 2
23) lim =7 = ?_? =L=E

=g =T  T7-=7 o o

para eliminar la indeterminacion, se eleva al cuadrado:

fim ?r—? —im (x=7) .. ql[x—?]
x—7 \.'1'—? =7 ( Iy — ?)' 47
factonzando el numeradur

. x=T7 x—Thx=7) ..
hm hm =lmix-7)=7-7=0
N 7 )

24) lim = M—E—E
xh 1—'5 606 0o o0

este limite presenta una indeterminacion, sin embargo, elevando al cuadrado:
6, (xef . x-6

& x—6 b (y—§] it (x-6)

factorizando el denominador:
Nx-6 x—6 1 1 1

lim =lim =1lim = == (no existe)
o6 x—6 ot (x—6lx—6) =5xr—6 6-6 0

Vx-1-3 _ Jio-1-3_Jo-3 3-3 0

25) lim -

=10y —10 10-10 10-10 10-10 O
para eliminar la indeterminacion se multiplica por el binomio conjugado del numerador:

I_ '_ i I_

dx—=1-3 . x-1-3[+x-1+3 . r—-1-9
1111 = ]_]_|_'[|_ 7 = ].].|I|. ¥
—0 1r—10 =10 y—-10 \"\-'1'—1+3 x—10 {_1-_1[] 1‘_.'_‘4.'_]_.|_:*',.}

x—10 . 1 1 1 1 1

= lim - lim , ==
=0 (x_10Jyx-1+3) =yx—1+3 J10-1+3 9+3 343 6



LIMITES INFINITOS

. 1 . .
1) En la funcion f{x} = —3 . los limites laterales no son iguales:

fim— —e, lim— =
-3t =3 = x—3

el valor que anula al denominador es 3, asi que el limite en el infinito se presenta en la asintota x=3.

: b . -
2)Enlafuncion f(x)=— 5 los limites laterales no son iguales:

=2
47 =0, hm _‘7 = —0o0
x5 x° =25 x5 x° =25
7 : 7
= =—co 1 — =oco
35 xt =25 5 x° =25

los valores gue anulan al denominador son 5 y — 3, asi que los limites en el infinito se presentan en las
asintotas x=5 yx=-5.

2 9x-15 s ’
3) En la funcion f (.1') = 3)‘_, los limites laterales no son iguales:
X' +3x" —28x

J Ox-15 : Ox -15
l[m-#:oo' 1m3—’-:—oo
0" x° +3x° —28x 0 x° +3x° —28x
: Ox-15 : O0x-15
11m3—,=°°, 1 3—-;—:
4 X7 4+ 3x° —28x =4 X7 +3x° —28x

ox-15 _ . Ox-15

S T St e W S

7" x7 +3x° —28x x=-7 X7 4+ 3x° —28x

los valores que anulan al denominador son 0, 4 y —7 respectivamente, asi que los limites en el infinito
se presentan en las asintotas x=0, x=4 yx=-7.



LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Evaluar los siguientes limites trigonométricos elementales:

. (7 2
1) hmsenx=sen|—!=0.>
5 6 )

2) li_%}cosx =3cos(0)=3(1)=3

3) 1i}lgtan x=tan(r)=c

4) 11'.13%'::'[:'(2 xX= cor:%:{q’g}: =3

r——

5) lim—P_ = 40) _4(0)_0_,
—osecx sec(0) 1 1
6) lim cscx =csc(2n)=eo
2%
12 12 12 12 12

7) lim = — = - =
) Jcosdx  2cosd{0) 2cos(0) 2(1) 2

: o -, . . . ., Senx
Existen otros limites cuya evaluacion no es tan simple. En este sentido, el limite de la funcion

X
cuando x tiende a cero es muy importante ya que la resolucion de muchos limites trigopnométricos se
basan en su aplicacion.

For ello, se evalia en primera instancia:

lim senx _ sen ['D]

—0 {J

0
0

aparentemente, el limite no existe. Sin embargo, si se tabula la funcién ( x en radianes), se tiene:

FENX
X
X

+ 1 0.841470
+ 0.5 0.958851
+0.4 0.973545
+0.3 0.985067
+ 0.2 0.993346
+ 0.1 0.998334
+0.01 0.999933
+ 0.001 0999999

Como puede apreciarse el limite tiende a la unidad’. Por lo tanto:

. SEeN X
lim =1
x— X




Considerando el resultado anterior v aplicando identidades trigonométricas, obtener los siguientes limites:

2x b)

- 3$e—n 2x _ 3se_n 2(0) _3sen(0) _0
05X 5(0) 0 0

multiplicando vy dividiendo por 2 :

2y 5
tim 3521 2X _ ( X3)sen2x

—5 0

x50 Sx x*O ("7\) 5 5
S i dsen’x _ 4sen*(0) A 40y _0
=0 x 0 0 0
expresando la potencia como producto:
tim 5 _ iy IEISENX e 45em x 27X — 4(sen0)(1) = 4(0)(1) =0
r—l X x—+l X x—4)
3) lim 50 s5(0) 0 _ E
=0 sen5x en (50 }} sen(0) 0
5x . 1 1
= liim =—= 1
=0 gap Sy -0 Sendx ]
5x
En general, lim 4o 1
w—l o

sen8x _ sen8(0) sem(0) 0

4 c0 5en 4x  sen (40))  sem (0) 0
multiplicando v dividiendo por 8x v 4:
sen8x _ Rxsen8x _ tim 8x(1) — fim 8(4x) 8

lim =lim =—{1)=2
=0 sendx 0 Bxsemdx P semdx 0 dsendx 4
5) ]]_ml—msx _ 1-cos(0) _1-1_0

=0 0 0 0
aplicando la identidad trigonométrica ’r:mE = 1-cosx :

2 SEN X
sen 1rt,.'111i

fim2 "% _ fim 2 —tim(1)tan X = (1)tan 2 = 1tan (0) = (1Y0) = 0
—0 T x—l T 0 2 2

&) fim sen’2x _ sen’(200)) _ (0f _o
0 xsen’3x  (0)sen’ (_3(0)) o) 0

expresando las potencias como productos y multiplicando y dividiendo por 2 y (Qx}‘[ﬁx}:

9 r ] g
fm T2 (2)sen lxsfm 2x _ lim E{I}lsezﬂ 2X i l{ﬂxl_xlsgn E:Ssenix
—0 ysen-3x =0 (2x)sen”3x 0 gem 3x x=0 {QIIEIhen'Jx
multiplicando v dividiendo por 3 :

I 22 '
lim 58 z_x =]1'_1:|1 x}( x}(l —lim (2}( Ex}ﬁx _ ( J{l
0 XSen 3x 0 sem’3x x40 [3I315@n3x5en Ix 9

cos’x—1_ cos(0)-1 1-1
x’ (of 0
aplicando |a identidad trigonomeétrica sen’x+cos ¥ =1:

7 lim E
x—+0 0

lim ——— =1lim .
=0yt =+ x? xlx)

2
{.‘DS -1 —5en X —.SEHTSE’HT
-(1))=-1



tanx tan(0) 0

8) lim —=—
R Tx 700) 0
aplicando |a identidad trigonométrica tanx = ey :
COsX
SEnX
]jmt:i;ux:]]._mci:-sx:]]._1:I1 5ENX — fim 1 _ 1 :L:l
¢ Jy =2 Jx =0 7xcosx = 7cosx Tcos(0) 7(1) 7

9) lim x csc 6x
x—50

aplicando la identidad trigonomeétrica cscx = 1 y multiplicando y dividiendo por 6:
s

enx
T L, |

limx csc6x =1lim = l
-0 —0 sonbx 0 Gsenbx 6 6

tanx _ t:m{;'r}_g

10} lim
=fx—g a-x
i . ) . L SEnX
aplicando las identidades trigonometricas tan x = tan I[x —?r} ¥ fanx = :
COs X
. fanx tan(x—m) . senly—o) 1 1 1 1

lim——=lim =lim = = =—=1

s x—g v (x—x) = (x—x)cos(x—x) rcos(x-x) cos(r—x) cos(0) 1

LIMITES QUE TIENDEN A INFINITO

Calcular los siguientes limites:
1) hm(1: —Sx)z(oo): —5(0-0): oo — 00 = oo

2) lim(4x* +3x—6)=4(s2) +3(e)—6=cotco—G=co

b

3) lim (- 7x° —3x% + 2x—6)=—T(— ) —3(—ce) +2(~ce)+8 =0 oo+ §=ca

T—h—sa

Calcular los siguientes limites:
. Ox—86 Ole=)—6 e — 0 o
1) lim—— - .J(} - =
e 5y =2x+7 5{0&] —1{m]+? Y | o
Esta es una forma indeterminada, sin embargo, si se divide todo entre 1 setiene:
Or 6 9 6

Oxr—§ —1i _rl _'(J X F _ 0-0 _E_
5

— =lim =lim = =
rwe 5yt x4 7 r%Sx’_E 7 - 27 5-0+0

ER xr

¥ ox

3 L — o0 . p— st
2 lim 13:; +?T+1=13(— A}’+?|[ _3}+1= +1_e
= 3 Gy —4 2{—-‘:\:}‘—ﬁ{—m] —4 oo 4 oo — 4 o

Es una indeterminacion, pero si se divide todo entre 1 sefiene:

18y 7x 1 ga 11
18 +7x+1 . o o S . STaEtS 18:0-0 18
i 1 3 = E] 3_:1].['1 = ==
e Iyt —fx” -4 =2yt 6x° 4 = 2 6 4 0-6-0 -6
.3 T3 T3 - 3



xt I e 42 oo E_ m. oo 4 oo —om oo
3) ]jﬂlﬁx 1+2.T EI:}( }‘1"—[ } E( J: + _=
= 337 —2x+10 3{-:-&] —2{mJ+1IEI oo —oa 4]} oo

Esta es una forma indeterminada, sin embargo, si se divide todo entre 1 setiene:

Sxt +2f 8x - 2 8
4 1 = YT T T I | S 3
. 5x 1+2.T EI= . ¥ i} X X = lim X T =:"+'D 0 =3 {HO EIE_SIE‘}
== 3x'-2x+10 == 3x? 2x 10 =3 2 10 0-0+0 0
oo o xt

Calcular los siguientes limites:
19+ 5x+ 8% +13%°
1) lim

e 14% +17x% +8x° +12x
Como < m, lim p(x)=0

I—had

R 2
2) tim 10x - 13&\ +143,1 :
= —11-15x" +6x" —2x°
Como 1 >m, lim p(x)= (no existe)

2 3
X —=9xr-12x

3) lim . -
ey —14 —6x —2x°
. -12
Como n=m=3, lmlp{x}:—ﬁzi

3 41v . S
4) lim_s'la 1lx+x :
rreS+x 4+ 1x—12x"
Como n>m, lim plx)= (no existe)

X—poa

3 4 2
5) lim 3.1: + 20x j—2x i
r—e Pt -1 -0x" —4x

) v 20
Comon=m=4, lunp[.r,]=—4=—5

&)’ fimt ?x+zx —1"-*:48
e 1107 + X% +3-4x" —10x
Como 7 < m, lim plx)=0




LIMITES DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

1
Evaluar numéricamente el limite: 111:%{1 +xx
X—F

Tahulando:
- 1
A 1+xJ=
3 1567401
2 1.732050
1 2

0.5 235
0.1 Z 5342
0.1 2704813
0.001 2 716823
0.0001 2718145
0.00001 2718268

Como se puede advertir, &l limite tiende a un ndmero cercano a 2.71. Dicho limite es el numerao imacional
conocido como e v tiene el valor aproximado de e = 2. 71828182846 ---.

El comportamiento general de esta funcion se puede apreciar en las siguientes graficas:
flx)=log ox

|/~'-' \

a=1 D<-a<1
. . .. log.ox
Evaluar numericamente el limite: hmi
e xX
Tabulando:
. log,, x
X
5 0136754
10 0. 100000
50 0.033970
100 0020000
1000 0.003000
10,000 0.000400
100,000 0.000050
1'000,000 0.000006

¥ es mas grande que su logaritme, asi que a medida que x crece, la fraccion va disminuyendo. Por lo

tanto: lim 280 ¥ ¢
X _1-



CONTINUIDAD
1) La funcion f(x)=3x:-5 es continua en e  punto x=1 porque
li_x}llf(x)=f(1)=3(l)2-5=3—5=-2.

2) La funcion f (x)=\;'95enx—5 es continua en e punto x=m porque
)

lim f(x)= flx)=9sen(z) -5 = Jo1) -5 =v9-5 =v4 =2.

3) La funcion f(x) =

1 . i .
3 es discontinua porque en el punte ¥ =4 no esta definida v porgue el limite

no existe.
1 -
. XT=5x+6 ; i . )
4) La funcion fl.',:c}:—3 es discontinua porque en el punto x =3 no estd definida, aunque &l
x_
\ X =5x+6 .. (x-2)x-3 .
limite exista: lim :11_1::1{ X ]:hm[:r—l}:i—lzl_

x—+3 r—3 x—3 =3 x—+3

Los siguientes tipos de funciones son continuas en sus dominios:

Polinomiales

Racionales

De raiz

Trigonomeétricas
Trigonométricas inversas
Exponenciales
Logaritmicas

Sean f y g dos funciones continuas en x =a, entonces las siguientes operaciones de funciones
también son continuasen x =a:

f+g
f-g
f-g
f sig(a)?&(}
g

¢- [, siendo ¢ una constante

foglx)=flglx)), si f escontinuaen gla).

Determinar si las siguientes funciones son continuas en el punto dadao:

1) flx)=8x’-3x*—6x+7 enelpunto x=2

f(2)=8(2F -3(2) -6(2)+7=8(8)-3(4)-12+7=64-12-12+7=47

}rim (8x’ —3x —6x+ 7)=8(2)3 —3(?_)2 —-6(2)+7=8(8)-3(4)-12+7=64-12-12+7 =47

—2

como ﬁn;f(x)= £(2), 1a funcién si es continua en x=2 (lo cual era de esperarse ya que es una
funcion polinomial).

2) f[x]: v 2x—10 enelpunto x=3

i I:Q]l= 1.,"'2{3}—10 =+46-10 =+/—4 como Ia funcién no esta definida en ese punto la funcidn no es
continua (no fiene caso calcular el limite porque no hay forma de eliminar la inexistencia).



¥y —40

3) flx)= —

El valor x ==7 anula al denominador, sin embargo, la funcidn puede rescribirse como:

7(x)= x'—40 _ {x+]"}"[:c—7"]l:x__lIr

en el punto x =—7

x+7 x+7
fl7)=-7-7=-14
X" 49 _ ]m{-‘:*?—H: lim (x-7)=-7-7=-14

lim 1
=T oy 47 T x+7

por lo tanto, la funcién es discontinua en el punto X =—7 pero es evitable.

x——7

2
4) flx)= 13131 enelpunto xr=—4

—4) 16 . . .
( } —E como la funcion no esta definida en ese punto la funcion no es continua (no

f{ﬂ:m—

tiene caso calcular el limite porque no hay forma de eliminar la discontinuidad).

5) flx)=1log,, x* enel punto x=10

f(10)=1og,, (10f =1og,, (100)=2
lim log,, x* =log,, (10) =1log,, (100)= 2 como l_iﬂ%f(x)=f(10), la funcion si es continua en

x =10 (lo cual era de esperarse ya que es una funcion logaritmica).

87 — 241
6) flx) e Y punto x =0
4x
Elvalor x =0 anula a! denominador, sin embargo, Ia funcién puede rescribirse como:

42y _ 63
flx)= —41('l o) =2x* —6x°
4x

f(0)=2(0)* —6(0F =0-0=0
I R Y A7+t _ 643 .

8 =2 R 60) o4 60)= 2(0) —6(0) =0-0=0

x50 4x x—0 4x 0

por lo tanto, Ia funcion es discontinua en el punto X =0 pero es evitable.




Analizar la continuidad de las siguientes funciones:
F oy x-=12
1) xX|=
%) 3x—18

Hay confinuidad en todo el intervalo {—m_-m} excepto en el punto x=6 (ya que ahi se anula el
denominador). Ademas, no es evitable.

2 flx) =2 *3
Ox—x
v Lot +5
f(IJ_ x{g_x}

Hay continuidad en todo el intervalo [—W,MJ excepto en los puntos x=0vy x=9 (ya que ahi se
anula el denominador). Ademas, no son evitables.

x* =25
3 Ij=—

) 1) X' =Tx+10
oy (x+5)x=5) x+5
f(x)=1 =

(x=2Nx=5) x=2

Hay continuidad en todo el intervalo {—m,m} excepto en los puntos x=2 y x=5 (ya que ahi se
anula el denominader). Sin embargo, en X =35 es evitable.

o [x? O<x<4
K ﬂxl_{m—zx x>4
fl4)=(4) =16
lim f[x]=]i.n:}x2=f4}: =16
lim flx)=1 4{24—2;:}:24—2{4]:14—3:16

como lim 7(x)= lim 7(x) entonces el lim f{x)=16
T4 f[ J x—s4" f{ } x—+4 f{ } ****aca voy quitar

Par lo tanto, hay continuidad en el intervalo [D, m].

1) Sea ,\'=4x: —3,obtener Ax y Ay si Xpasade 2 a 25
n=2 x,=25

Ar=25-2=05

v =flx)=r2)=42)-3=16-3=13

v, =flx,)=7(25)=4(25F -3=25-3=22
Ay=y,-»n

Ay=22-13=0

2)Sea y=6x" —2x—10, obtener Ax y Ay si xpasade 3 a 3.02

Y, =3 x,=302

Ax=304-3=002

¥, = flx)=7(3)=6(3F -2(3)-10=162-6-10=146

¥, = flx,)= F(3.02)=6(3.02) -2(3.02)-10=165.2616—-6.04—10=149.2216
"ﬁ:."J =.}'1 —.1’1

Ay =140 2216 —146 =3.2216



Aplicando el método de los cuatro pasos, obtener la derivada de las siguientes funciones.

1) y=5x-3

flx)=5x-3

1¥ paso: f(x+ Ax)=5(x+Ax)-3

2°paso: f(x+Ax)—f(x)=5(x+Ax)-3—(5x-3)

=5x+5Ay—-3-5x+3=5Ax

flx+Ax)- flx)  SAx
. =

3¥ paso: =5
Ax
4° paso: ﬁm—f(_x+Ax)—f(x)= ims5=5
Ax—D Al Ax—0
v
x)=—=5
r)=2

2) y=4x" —Tx+6

flx)=4x* —Tx+6

1% paso: flx+Ax)=4{x+ Ax)f —7(x + Ax)+6
=4l £ 2xAr + (Ax)f )= Tx —TAY +6 = 4" +8xAv+ 4(Ax) —Tx—TAY +6

2°paso: flx+Ax)— flx)=4x +8xAv + 4(Ax) —Tx—TAx +6—(4x* = Tx +6)

=4y +8xAv + HAxf —Tx—TAx+6—4x* +Tx—6

=8xAx+ HAx) —TAx

flr+Ax)— flx)  SxAx+4(Ax) —TAx

3¥ paso: =8x+4Ax-7
Ax Ax
4° paso: ﬁmwzlim(8x+4m‘—7)=8x—7
Ax—Q Ax Ax—+0
dv
"\xX)=—=8x-7
=2

3) y=2x" —5x-11

flx)=2x* =5x-11

1% paso: f(x+Ax)=2(x + Ax) —5(x + Ax)-11
= 2% + 332 Ax + 3x(Ax ) + (Ax) )= 55— 5Ax —11= 25 + 6x*Av+ 6x(Ax)? + 2(Ax) —5x—5Av 11
2°paso: flx+Ax)— flx)=2x* + 6x°Ax+6x{Ax)’ + 2(Ax) —5x—5Ax—11-(2x* —=5x-11)

=2x" +6x° Av+ 6x{(Ax ) +2(Ax) —5x—5SAv—11-2x" +5x +11=6x" Ax + 6x(Ax) +2(Ax) —5Ax
Flr+ax)-f(x)  6x*Ax+6x{Ax) +2(Axf —5Ax

3% paso: =6x" +6xAx +2(Ax)* -5
Ax Ax
4° paso: hmw = lim(6x3 +6xAx +2(Ax)’ —5)= 6x* -5
Ax—0 Ax Ar—0
r)=L=6r-s

ax



K
4 y=—
:
X
Bl o : 7
1% paso: f(x+ Ax)=———
(x+Ax)
7 7 _
2®paso. [ {x+ﬁx}— I (x]l=—ﬁ ——, simplificando las fracciones:
(x+Ax) «x
_ Tt _?(.‘&'+.ﬂh’]l B Tx* _?(_r: +EIM+(M]1 )_ Tid — Ty —143’&‘;’—?[&:-}2
(x+ Ax) (x+Ax) x? (x+AxPr?
_ —].43’&1—?{&:’]2
(x+Ax) x*
—14xAx—7(Ax )
3% paso: flctAx)-flx) e+ Anfe? :—141312?(&1}3 _—l4x-7Ax
Ax Ax e A A (s Ar) e
4° paso: mw - lim —14x —?ﬂ"f"f _ —}43€ _ —lil.‘-r _ 1:1
e Ax A0 (.r+ Ac)'x™  x'x I T
1 l::h-'l 14
X|=—=—
== 4
5) y=3x
f[x.]=«u"3_r

1% paso: f(x+ Ax)=3(x+Ax)
2*paso: f(x+Ax)— f(x)=4/3(x+Ax)—3x
multiplicando arriba v abajo por el conjugado del binomio, se tiene:

A 3x+ 34 +4/3x 3x+3Axv-3x 3Ax
=(Bxs3Ar - 31 ) = =
[ : 43x+3éx+~4"§ J3x+3ﬂw+n'r§ J3x+3,§x+\.n'§

IAx
3 paso; T+ A0S () _ Bx+3Av+Bx _ 3Ax _ 3
Ax Ax [W3x+3Ar +4B3xJAx  +3x+3Ax ++3x
4° paso: hm M) =lim 3 = 3 — = -?_
Ax a0 3xr 1 3Ax 4483 Bx+43x  2453x
3
rix)=2 -
& nx
Determinar los puntos en que la funcion f H es derivable.
Como el valor absoluto de x presenta tres posibles valores, se analiza por separado:
X+ M
« Six>0,setiens: f(x | ‘1 |r| X+ Ar-x =1lim Ax =liml=1
"u'—*[l "u.'—*[l ﬁx Al éx Ax—s

Por tanto, la funcion es derivable para x = {}.
« S5ix<=0,setiens:

fl(J | |_|I| —{I+M]—(—I}_Hm—ﬁx

M—ﬁ'} M—ﬁ[:' M - A—l ﬁ:{' - Ar—s
Por tanto, la func»on es derivable para x < 0.
« Six=0, setiene:

s |0+Ax1—|0|
fx)= lim i — 11

(si existe)



Se comparan los limites laterales por separado:

11331%: lim @: tim 2~ fim1=1

Al Ax A=l AT Ax—it Ax Arsd®

0+ Ax|— |0 _ .
]mlJJr_I_U:Eﬂ‘g: tim =2 = fim (=1)= 1

Ax—+l) Ax Ar—0 Ay Ax—+0

Puesto que &1_15} fl0)= ling f(0), no existe f'(0). Por lo tanto f(x) es derivable para toda x
‘ ¥ Ax—s

exceptoen x=0.

En la grafica siguiente se aprecia como la funcién no posee tangente en x =0

y=flx) = |x]

Aplicando las formulas de derivacion, obtener la derivada de las siguientes funciones:
1 y=4

dy _
dx

0

) y=Tx

av _ 5
dx

3) y=4x"
E:12:[
dx

-

4) y=8x" -5x+6
dy

—=16x-5

dx

5) y=x" —0x" —11x+1
D 30 _18x-11

dx

6) y= (6){2 - 71’—2)’
Aplicando Ia regla de la cadena:
u=06x*—T7x=2

y=u
QzSu‘
du

au =12x-7
ax



T y= ( * 5yt 131}:

D _3(3x* —5x2 —13xf (32 —10x-13)
dx

8) y:(?x" —2x* —51—5}5

D _ 572 —2x* ~5x—6) [212* —8x° —3)
dx

9) y=l0x* —12x +8)(- 53 —11r +4x* _13)
;ﬁ= (0% —12x +8)(-10x —11412x? )+ (- 5% —11x +4x° —13)(18x—-12)
X

10) y = (10x* —16x° —8x* + 7x+5)(15x* —6x +9)
% =(10x* ~16x% —8x% + 7x+5)(30x - 6)+ (15x* — 6x+9)(40x° —48x> ~16x+7)

1) y=(11x* —17x)(8x" - 9)(6x* - 4)
% =(11x2 —17x)(8x® —9)(24x )+ [11x? —17x)(6x* —4)(24x2 )+ (8x* -9 )(6x* —4)(22x-17)

12) y= (3x’ l?x‘—S)(7\'3+1)(3r’ ~16x?)
d} =(3x" —12x* = 5)(2x% +1)(0x* = 32x)+ 3x° —12x* —5)(3x* —16x* )(4x)
+(._,1' +l)(3x —lGx‘)(le —48x )

13) y={4x2 —0x* ) (6x® +14x)
% =(4x? —0x* | 7(6x® +14x) (48x7 +14)+ (6x° +14x) 5(4x? —0x2 J' (8x —27x?)

4x* —x-11
14y y=— "~
) ¥ -
dy_8x-1
dx ]
3 _ i
15}}:?{41 2" -1

9
dy _ 210ax’ —2x° —1f (124" —10x*)

dx Q




- 3 I P 5
d} i 1 (9.\'6 )-:54-\_5 - S4x = 54x
é % soxsf  aiflox*)

20) y=——
vxt
1 il
y=—=x"~
r_?
ﬂ__irl-l__ 4 _ 4
dx 7 u 71"

1
}J:{EI—?II‘F
Q:é{zx—?x‘*}—%{z_zgra} — lgr

ax 320 ?r"}_ q.l' x-7x*f
—41
77 ) o
V5x° -8x?
1
y=— ___aifsx—sa?)
(5x° —8x2 )6

v 41(> >_g)3 (mg 16 41(455° —161) 41(45x° -16x)
d 65— f  64(5x"—8x)




T =3x=2

23) y=——
Sy -1lx
dy _[5x* ~11x)14x-3)— (7x* ~3x—210x-11)
dx (5x* —11xf
4 3
24) y:Sx —13x" +4

Tx’ +x—5x%
dy _(7x° +x-5x° J322° ~30x7 ) (8x* ~13x° +4)35x* +1-30x°)

dx (?15+.r—515]2
L (7 —11x— 1)3
A =
g B —2ehr -1 1 1) -1 e —2x)3fex"-2)
a oo
(2 blre 11x1Fove-11)- (o 1peaf =2
@ _ 53 (x®- 2xf
dx ( 5 2‘()'
17
2= x' -3
dy _ 17(5x°)
dx (.rj —3):
27) ]‘ =

3x° —5x*
dy __6l1sx’ —20x°)
dr (3x*—sx*f

~14
{Exg - 21}3
dy  (—14)3(8x® —2xf (72x° —2) _14(72x* -2)

28) y=

dx (8" —2xf )
29) }':i—l—3+i3
X X X

y=4x 12x7 4 7x7
, 2
ﬂ=—4x'1 +24x7 2x = 4.0 2

+_ —_—
2 3 =
d XX x



30) ¥ =i, +i sor-32-B
5x°

8x’ x*
.1-:Ex'"+Ex +0x -3 —15x7°
8 5
, 2
v__2 '3—_—Er ' 40— 6x+60x" —4—2;—__—33+9—6x+ﬂi
dx 8 5 b X

Obtener la tercera derivada de la funcion y = 2x" —4x* —5x-12

D 6y _gx—5

dx

Ty _d( D 153
dx” vl dx )

3, g2
4y _d1dy |y
dc’  ax| dx |

Obtener la guinta derivada de la funcion 3 =2x® —7x* +5x° —9x* —19

? =12x" —28x7 +15x* —18x

by
‘;-“ “T| |_ﬁux*—s4x2+3nx—1s
iy
3 f i Loy
@y _ 414V o400 _168¢+30
dx dx| dx”
4 E T
4y d‘d Y |=720x? -168
dx*  dxl dx )
5 LI
4y _4| r‘r—}|=144rcnx
' dx!| dx?
Obtener la septima derivada de la funcion y =2
X
.1-':5:{'[
%:—Sx':
x
d .]‘" d ﬂl—lﬂ -3
dx* dx._ dx )
3
a’ d | d* } 304
dx .:J’x' dr? |
4., 3,0
4y _d1dY | 1205
dx dr' x|
i LI
d_-:':ii “r_-r = _600x"
dax”  dxl odx
& ' i b R
d_if:ii d_: =3.600x~
dx dxl dx’
Ty & j
dy_dd 2 |_152{mx 2200
de’ dxl dx x



Hallar la derivada de las siguientes funciones expresadas en forma implicita:
1) 457y +5x -2y  —12=0

d d d d d
a’r4x y +dx::ar > 2y’ - e ll—dxﬂ

4133.1-'3ﬂ+}'38r+2{}x 11]_];"m -0=0
dx dax
a3yt D10yt Do gy 20y
dx dx
?{l?x:}': ~10y* )= -8 —20%°
dy _ —8x” —20x°
dxr 12x%7-10°

2) 3x’ —6x*y" +2)° +E.‘r3‘—’.|"}'j +15=0

xt —|. 6x* 6y’ ﬂ+ yE2457 .!+ﬁ_].r‘: @Y +24x* —35)° E+'CII =0
\ iy ] dx dx

15x* -36x%y Sd} 24:(3.1-'“+6_1::£+24x2—353:*&:1]
dx dx

—36x"y ’”1} :J’ “dJ’

?{—3@*_19 +6° —35}-4}=—15x* +24x7y5 — 245
X

-35y —15x* 42407 y® — 2457

dy _ =155 + 245y - 2457
de  —36x*y’ +6)° —35)*

3) 8x* -2y  + 7" —10x'y-11=0
9 gyt —izfy* LR —imfy—iu:iﬂ
dx dax dx dx dax dx

X —|. 2x*4y° Etp‘"ﬁx: .!+49x5 —:'- 10x° ﬂ+_1:3{}13 I_0=0
32x7 87y = id — 67yt +40x* 107 22 LT y=0
dx dx

_33'3,1"3% ~10%’ ? =-32x" +6x7 " —49x° +30x7y
X

?{—813}:3 —101’3}= —32x7 + 627yt —40x° 43027y
3

dy _ —32x7 +6xy" —40x° +30x7y
dx —8x°y* —10x°




4) 6x° —11x%y* +53* -8y +5x-11=0
A5 1x*y? +15}"' —iﬂx sy 9 s 91=9y
dx dx dx dx dx dx

8x* | 11x*3)? jh} 22x% +zufd} '31’35_1:"%+y52411 [+5-0=0

18x* —SSnyzﬂ—llxjvj + 10_}'3ﬂ—4ﬂx3}'4ﬁ— 24x*y' +5=0
dx dx dx

3{13" 4{]xi 4-&:
dx

-3y dx+lﬂ.1r 1837 +221° + 247y’ -5

%{—333{3}'1 +20p° —40x°y* )=—18x% £ 2217 + 2477 _5
x

dy _—18x" +22x° + 24x7y" -5

dr =33y +20y° —40x°y?

5) 8x* 412y 40y — 10y +6x—4=0

A gyt +112.r3_192 +i9}'1 —il{}]_}+iﬁx_i4 _d,
dx dx dx dx dx dx dx

327 +| 12x erd + p36x° +13}|aj lﬂxﬂ,}+_1r1{}|+ﬁ 0=0
dx dx dx
3257 4 245° vd} +36x7y +lﬂyﬁ—lﬂxi—l{}y+ﬁ={}
a‘x dx dx
24x° +18 10x 2 = _32x _36x%% +10y —
']i.:ir 'La':r x ¥ y

% (24xy +18y - 1L'I.r]= —32x 362"y +10y -6
x

dy _ =32 -36x7)  +10y -6
dx 247y +18y —10x

Obtener E‘-'_f y Eli de las siguientes funciones:
dx ~ dy

1) 3+ x4 8 —0y 4 6x+2=0

g—f =6x" +28x°y" +160° + 6
x

% =14x*y +48x7y" —45y*

2) 4ty —6x7 +3y" —ox’yt —12=0
¥_ 16x°y° —12x-18x"*
i

E}_{: 12x*y* + 21y° —36x%)°



dy .
Aplicando derivadas parciales, obtener E de las siguientes funciones expresadas en forma implicita:

1) 5x*—12x7)7 +93° -10=0

9
dy gy _ —20x° +36x7)°
d &  —24ry+18y
ay

2) 3 —6xty £ 2)7 £8x Ty  £15=0
¥

dy gy —15x* 42437y -8

dr O —36xy" +6)7 -35)°

Comprobar los resuliados de los primeros cinco ejercicios resueltos de este subtema.
1) 4x’y +5x" -2y" -12=0
df
& o _ —8x7 -20x°
o 1207 -10)°
dy

2) 32" —6x*y* +2)° +8x° — 7y +15=0
dff n

dy _ "9y _ =150 +24x7y" - 240

dx El'_f _ 361"}'5 + ﬁ_}'] _35'];4

y
3) 8x* —2x'y 477 —10x°y-11=0
af
dy _ ox =320 +6x7y" —40x° + 3027y
ax o —8x'y’ —10x°
dy

4) 6x° —11x"y* +5y* -8’y +5x-11=0
9f

@ _ Cox _ —18x7 422y 42477 -5

dx ai —33x 3-],:'2 + 2{}'}_3 _ 4{}1__1 _]r:'+

5) 8x* +12x°y? 40y —10xy +6x—4=0

&
dy _ox _ —32x7 —36x7y +10y -6
dc 9 24x’y +18y —10x

v



Obtener 1a derivada de las siguientes funciones expresadas en forma paramétrica:
x=4t -6t +0 |

y=5¢ -7t 10t + 2

Lid
dv_dr__ 8i-6
dc  ax 157 —14¢-10
dt

(43 _11,2 _13) i
2)1-(& 117 -13) |

y=(12t* -13 Jl4r* - 5¢°))
ax X ay ; :
Para hallar E se aplica la regla de la cadena y para enconfrar E se aplica la regla del producto:
dv _ar _ (126 —13¢ Jgr—25¢* )+ (4r = 5¢° f4sr —261)

dx  dx 4(487 —11* -13) (241> - 22¢)
dt

[ —




= y'll—gﬁ ]

8 4-8
S — 7]
ax d 1 du ay
Para hallar — se aplica la regla —+/¥ =——=-— y para enconirar — se aplica la la del
dt ®0R 2Wu dt dt iy
cociente:

g 60 =70 fa)—(4r—s)8r* —351*)

v _dr _ (62> —7¢°F
dx ax _18¢
it Va-orf

Obtener la segunda derivada de las siguientes funciones expresadas en forma paramétrica:
x=41 -5t +1|

y=2-21 |
&
&y _di _ 6
dx dx  8t-5
dt
dy d(av\dt_d 6 | dr_(8t—5N120)-(6:2)8) 1 _ 96¢* —60—48¢
F‘EE!'E‘EIE,'E‘ (8r—5) 8—5  (8t—5)
_ 481* 60t
~ (8t-5F
_1 ]
2t
y=3t
dy < 15¢
2
E=%_—1=—15r'i
@ P

2., ¢ A
Q:i'ﬂ .E:i{_15;5].£=_guﬁ.{_ff]zgﬂf
de-  dride) dx di dx

Obtener la derivada de |a funcion inversa de:
1) f(x)=8x-6
Forma 1. Obteniendo la funcion inversa:

v=8y-6 = fi)=gl) =0
dglx) 1

i 8 ,
Forma 2. Aplicando la formula:
a_1_1
dx dr 8

at}n



2) flx)=x" =5
Forma 1. Obteniendo la funcién inversa:
v=3-5 = [)=gl)=Vr+3
dg{x} _ 1

dc  2Jx+5
Forma 2. Aplicando la farmula:

dy 1 1 1

dx ﬂ_l_}'_ 2Jx+5
ﬂ‘j’l

3) flx)=vax+1
Forma 1. Obteniendo la funcion inversa:

r={ay+l = fi)=gl)=T"

4
dg(x) 2x «x
a4 2
Forma 2. Aplicando la farmula:
dy 11 2 4y+l x
o a4 T 4 2

ay 2«.-'@
Aplicando la expresion % = ﬁ obtener la derivada de |as siguientes funciones:

dy

1) flx)=(x+3)
Obteniendo la funcion inversa:
Jr=|[}'+3]'2 = f'lf_I:]=g{x}|=w"¥—3
Q_i_ 1 _ 1 1
dx @ T 2(y+3) oVx-3+3) 2%

ﬂt]"
27(x)=2

X
Obteniendo la funcion inversa:
=2 = fi)=gl)=2
S.IJ

ajr_1_1_}_|?= 25 5
da d@x -5 5 5 57 x*

dy ¥



2

Nflx)l=—
) flx) —
Obteniendo la funcién inversa:
- L = f)=gl)=2+17
-17 X
"2 '.-h ."2'.“
5 ——17+17 —
w_1_ 1 ey U7 .l __|-.r.[ _ 2
ac a2 2 2 2 X
dy (y-17)

4) flx)={4x* +10

Obteniendo la funcion inversa:

3—
=i +10 = fix)=glx)=,~ 4

4

& _1 1 Wyt «10f | 3¢

dx  dx L4y +10)3(8y) = 8\/"3_10
= 4

Derivar las siguientes funciones trigonométricas.
1) y=sendx

E =4cosdx

dx

2) y=3cos9x

Y _ 30)- sen9x)= ~27senx
dx

3) y=5tan2x’

LS 5(6x7 Jsec? 2x* = 30x? sec? 2x°
dx

4) y= 6cot(5x2 -Sx"’)

-Z—:E = "6(10.\""561‘6 )CSC: (le "‘8.1" )= (—60.\‘+336.\’6 )cscz (Sx: —8]‘7)

5) y =8sec2x’
? = E{Exj ]sec 2x* tan 2x* = 64x” sec 2x* tan 2x*
18

6) y =4csc(3x° —6x)
-Z—; =—4{15x* —6esc(3x® —6x)cot (3x° - 6:(): (- 60x* +24)csc(3x* —6x Jeot(3x° — 6x)

7) y =12sen (4x* —0x +?]
% =12(8x —9)cos (4x* — 9x + 7) = (96x —108) cos(4x? —0x + 7)
X



)y :—ﬁcustlﬂf —8x+ 3]5

;ﬂ =30(10x° —8x+ 3/ (30x* —8)sen(10x* —8x +3)
X

9 y= Jtan.’ax

y = (tan 3x)%
Ld =l(tan3x)'%(3sec2 3.\'):3'SL,‘_3“
dx 2 2/tan3x

10) y= (4 cot 2x° )(sec sx*t )
% =(4cot2x? X?.Ox’ secSx* tan Sx* )+ (sec 5x* J-4(4x)csc? 2x )

=80x" cot2x? sec5x” tan Sx* —16xsec 5x* csc’ 2x?

1) y= 7esc 2x°

©  —S5sen8x
dy " (- SSenSxX— 7(6,\‘2 )csc 2x* cot 2x° )-(7 cse2x? X- 5(8)cos8x)
dx (—Ssen8x)’

5 210xsen8xcsc2x® cot 2x® + 280csc 2x? cos8x

255en*8x

12) y =senx’

dy

2
— =2xcosx
dx

13y ¥y = sen'x

¥ = (sen x )’
£=25£‘HI-CDSI
ax

14) y:cosf
£=—3x35en13‘
dx

15) y=cos’ x
V= {cnsx}}

dy _

e 3cos’ x(—senx)=—3cos® xsenx
iy



16) y =cot’ 9x*
y= (cm ox* }?
;rﬂ =T7cot® 0x* (—36x"‘ csc’ Ox” }: —252x" cot® 0x* esc® 0x*
x
17) y = (10sec15x*)(8 tan Ox)
% = (10sec15x* J8(9)sec? 9x)+ (8 tan 9x f10(45x? Jsec15x" tan15x° )

= 720sec15x° sec® 9x + 3600x° tan Ox sec 15x° tan15x°

sen10x’
18) y=
&4 cos10x’
dy _ (colex3 XEXO.\'2 cos10x’ )-(597:10;‘3 X—303c2.sen10x3 )
dx (cole.*(’)2
30x? cos? 10x® +30x*sen’10x® _ 30x?(cos? 10x® +5en10x°)  30x a0 R
= s = s =— 7 =30x" sec” 10x
cos” 10x cos” 10x cos” 10x

19) y =tan10x’

@ _ 30x? sect 1027
d

1
sen’{11x* —6x* +8)
y=sen(11x* —6x? +8)

% =—5{44x’ ~12xksen *(11x* - 6x° +8Jeos(1 1x* — 63 +8)

20) y=

cosu
pero como

=cotu

dy _ 5{#4x’ ~12x)cosfiix’ —6x* +8) _  5(44x° ~12x)cotll1x* —6x" +3)

dx sen®(11x* —6x* +8) sen’(11x* —6x* +8)

=cscu , setiene:
senu

% = —5(441'3 - 12x)cot(l It —6x° +8)csc’(1 e gy 8)

21) y=csc’(11x* — 6% +8)

Y _ 5(44x° —12x)esc* (1 1x* — 6x +8)- [~ csell 1x* —6x +8)cotll 1x* — 63 +8))
dx :
% =-5(44x® —12x)cotll 1x* —6x* +8)-csc* (1 1x* —6x? +8)



Derivar las siguientes funciones frigonométricas inversas:
1) y=sen " 5x

R () -

ax \1—(5x) V1-25x"

1
2) y=cos ' —x
)y 3
@1 (1) 4
dx [ 71 1
5 Y
3) y=tan' 2x°
. 1
@1 (o) 6
dx 1+(Qx3}[’ 1+4x

4) y= cot " 10x*

dy -1 5y —40x°
&L (aor) R
dx  1+(0x*f 1+100x

5) y=2sec” {13_1’1 _12x+1)
Y _ IQ (26x-12)
A (132 —12x+ 1) [13x% —12x+1f -1

52x—24

1352 —12x+ 1IN 132 —12x 12 -1
( N

6) y=—9csc’ (141‘3 —4x)

i: ,‘ 2 —(42x%-4)
A (14x® —4x)(14x* —4xf -1
378x* -36

(14x* —ax)l14x® —4xf -1

7) y=4sen 3x’ -cos ' 8x*

dv 2 4
& —4sent3x"  ———(32x%)+cos ' 8x* ~—‘(15x*)
dx 1-(8x*f \}l —(3x*f
k 32x° ; 60x*
=—4sen * 3x° - ——=+c0s" 81} . ——
J1-64x° V1-9x%
8) y = 2escax
" Stan3x
Stan™3x7 — —=_(4)-2esc 4x.——(21x¢)
dy _ 4x/(4xf -1 1+(327f
dx (Stan 37 f

N 10tan ' 3x’ n 210x%csc ' 4x
xV16x° -1 1+9x*

(5 tan " 3x’ )'




9) y =sec 'sec(5x? +7x—4)

Por ser funciones inversas, se eliminan:
y=5x"+7x-4

ﬂ =10x+7

dax

10) y =§/cot™ 2x°

y =lcot™ 21':)%

dy _1 ( a2V -1 - x
— =—|cot™ 2x )_6‘—,,(41)=— i
dc 6 1+ (2) Gﬁ(cot" 22°f {1+ 4x*)

Derivar [as siguientes funciones:
1) y=log;, {x* —7x —lﬁ}
dy _ 4x’ - 14x log, ¢

e x'-7x'-16

2) y=log, (5en3x‘)
dy _12x° cos3x*

—_ log. e
dx sen3x’ Es

3) y=In(2x? —x -1

E_ 4x -1

dx  2x' —x-1

4) y=Incos5x”

ay _ —20x” sen5x*

dx cos5x”
=-20x" tan 5x*

5) Jr=75.\‘

dy

== (75 1n(5x))5

6) y =441
% = (4‘3;:-91—1] ln(3x'.' —0y -1)}61 . 9)

7 }‘:ez"
D oxter

d




9) y=log, [3x* —4x+ 7/
Aplicando la propiedad:
log, x" =nlog,_ x setiens:
y=>5log, {313 —4x+ ?}
ay _ Sj{ﬁx -4 log, &
dx  3x —4x+7

10) y =In{6x* -8x)(5x* - 2x?)
Aplicando la propiedad:

log, (x-y)=log, x+log, ¥ se tiene:
y=tn(6x* -8x)+n(5x* -2x°)
dy_ 12x-8 15x°-4x

dx 6x'-8x S5x'-2x°

Br?

Aplicando |a propiedad: log,

X |=loga x—log, y setiene:
Ly

y=m3" —In4e’
a_ [ msx’hex 47 fisx')_

=16xIn8x* +15x*

dx 3% 4%
o RE (i,‘ log, (6x° ’) cos ™ 3x*
g (4sen2x)’

Apiicando convenientemente las propiedades de logaritmos se tiene:
y=In}/log, 6x° -cos™ 3x* — In(4sen 2x)

SRS )
y=In3log, 6x° +1lncos ™ 3x* —3In4sen2x

1
y= ln(log4 6x° )_ +Incos ™ 3x® —3In4sen2x
y =%1n(log4 6x° )+ Incos™ 3x® —3In4sen 2x

_— —-18x°

@y _176x° =5 0gse 2 \)l—(h’é): _ 24cos2x

dx 5 log,6x° cos ™ 3x° 4sen2x
18log.e 18x° —6cot2x

~ 30xlog, 6x” (cos™ 3x¢ W1-0x"



Hallar las ecuaciones de las recia tangente y normal de las siguientes curvas en el punto indicado.
1) y=3x"-5xr+4 P(2.6)
m, :@:ﬁx—ﬂ =6(2)-5=12-5=7
dx S
yv—6=7(x-2) = y-6=Tx-14 = Tx—y—-8=0 (rectatangente).
1

My =——=—

m, 7

y—ﬁz—%{x—?] = Ty-6)=—x-2) = Ty—-42=—x+2

= x+7y—44=0 (recta nommal).

2) y=0x" —12x-5 P(-1-2)
m, =@=2?x3—14 =27(-1f -12=27-12=15
dx w==1

y—(-2)=15(x-(-1)) = p+2=15(x+1) = p+2=15x+15
= 1ix—y+13=0 (rectatangente).

1 1
my=——=——
m, 15
.11—(—2}:—1—1_{1—{—1]] = 15(y+2)=—x+1) = 15y+30=—x-1
>

= x+15y+31=0 (recta normal).

1 (1)
dr=y A%

={x-2) = 4y-2=-=x+2 = x+4y-4=0

y_%=4(x_1} - y—%=4x—s — 2y-1=8x-16

= Bx-2y-15=0 (recta normal).

4) —x'y+6x—y'x* +4y-12=0 Pl0.3)
¥ : | :
o _dv_Tor _20-6+297| _20)3)-6+20)3F _ 6_ 3
ax o —xX*-2x'y+4 —(0) -2(0(3)+4 4 2
()'T 0,3}
y- =—%(x—0_) = 2Ay-3)=3x > 2y-6=-3x
= 3x +.:2 y—6=0 (rectatangente).
1 1 42
m 6 6 3
4



5) y=—7x" +12x" +4x P(L.9)

m, =D gy 4 24x +4| =—28(1) +24(1)+4=-28+24+4=0
d’x . x=1

y—9=0(x-1) = y-9=0 = yp=0 (rectatangente).

1
m, =——=——(pendiente de 90° o sea, es infinita)

.v—D:—EI[.r—l] = 0(y-9)=—{x-1) = 0=-—x+1 = x=1 (rectanormal).
Graficamente, esto es:

Recta
y Normal

Recta
Tangents
Lo )= -Txb= 12x3+ 4x

|
T ]
A 2 x
1

Obtener el angulo de interseccion entre las siguientes curvas:
1) flx)=5x-7 y glx)=—3x+9

lgualando las funciones: Sx—7==-3x+9 = 8x=16 = x:l—::ﬂ
Derivando:
arix) _

ax
dglx) _ 5

ax
o gt =203 _nt 8 _n(C0.5714)=—2074°

: 1+(5)-3) -14
& =2074°

2) flx)=-3x"-10x-14 y glx)=11x+16

lgualando las funciones: —3x* —10x-14=11x+16 = —3x"-21x-30=0

= 3 +2Ix+30=0 = x +7x+10=0 = (x+5)x+2)=0
n=-5 x=-2

Derivando:

) _ e 10
dx

)y

dx
Evaluando el punto x, =-5:
m, =—6x-10|_, =—6(-5)-10=30-10=20
my=11 =11
e 20-11 ., 0

6 =tan'——— _=tan'—=tan"(0.0407)=2.33°
1+(20)11) 21



Evaluando el punto x; =-2:
my, =—6x—10 _ =-6(-2)-10=12-10=2
my=11_ =11

2-11 L, -0

R 0 T T

=tan(-0.3913)=2137°

2

3) flx)=x* y glx)=(x-2)
lgualando Ias funciones: x* =(x—2) = x'=x"-4r+4 = 4x-4=0 = x=%=l

Derivando:
df_(x) =2x
dx
dglx)
dx
Evaluando el punto x=1:

my=2x_ =2(1)=2
my=2(x-2|_ =2(1-2)=2(-1)=-2

2 | Bk, | .
2-02) 4 ant(c13333)=—53.13°
1+(2)-2) 27

8=53.13°

=2(x-2)

= f=tan’

4) flx)=4x"+5x-7 y glx)=—6x"-2x+5
lgualando las funciones:

4x1+5x—T=-6x"-2x+5 = 10x*+7x-12=0 = a=10, b=7, c=-12
—byb' —dac _—T+7 -410)-12) —7+.40+480 —7+520 7423
2a 2(10) 20 20 20
—7423 16 . -7-23 30 __
X, = 20 —E—G.E, x:_—QD __E__l'}
Derivando:

M:Ex+5
dx

dg_{x}l =—12x-2
dax

Evaluando el punto x;, =0.8:
my=8x+3|_  =8(0.8)+5=64+5=114

my=-12x-2| _  =-12(08)-2=-096-2=-116
—(= 2
= gotant ACILO) 0 B 01752)=-0.94°
1+(11.4)-11.6) -131.24
6,=9.94°

Evaluando el punto 1, =-1.3:
my=8x+5|_  =8(-15)+5=-12+5=-7
my=-12x-2| _  =-12(-15)-2=18-2=16

o, =tan”—— 110 S (0.2072)=11.70°

- = 'tan -
: 1+(-7)16) ~111



g) x4+ —4x=0y ¥ +y° -8=0
Derivando:

lgualando las funciones: x* +3" —4x=x"+1"-8 = —4x=-8 = x=_—3:2 df{x}I:ﬁ
(x) -2x

obteniendo las ordenadas: ¥y =+y8—x% =+4/8-2> =+/8—4=+/4 =42
R(2.2k A(2-2)

Evaluando el punto (2. 2).

2y

L 0-(-1)
Kl Py

Evaluando el punto(2.-2):

o o_-aedl )40
g 1:.—2)_ 2-2) -4

— —tan"” i—tan" (1)=45°

" =2  _-2(2) -4_
P2y, 20-2) -4
4 0-1 1 1
9 1 o o —tan 1 = =—45°
! w00 1 )



Dadas las siguientes funciones obtener (en caso de aplicar):

a) puntos criticos, sus maximos y minimos; b) ubicar donde son crecientes v donde decrecientes; c)
determinar donde son concavas, donde convexas v establecer sus puntos de inflexion; d) trazar la grafica
en el intervalo dado.

1) flx)=—x+6x+7 enelintervalo 0= x<5
w=—lx+ﬁ

igualando a cero para obtener los puntos criticos:

—2x+6=0 = -2x=-6 = x=‘—f=3

7(3)=—(3) +6(3)+7=-9+18+7=16
PC(3.16)
aplicando el criterio de la segunda derivada:
d’y .
d—'} =-2<0 por lo tanto es un maximo y su forma es convexa. Eso implica que en 0<x<3, la
e
funcion es creciente y en 3< x <5 es decreciente.
d’y :
d—': =0, porlo tanto, no existen puntos de inflexion.
»

Calculando las ordenadas de los puntos extremos:
rlo)=—o) +6(0)+7=0+0+7=7 = Pl0.7)
fi5)=—5F +6(5)+7=-25430+7=12 = P(512)
Trazando la grafica:

¥

Maximo
FC (3.15)

18

2) flx)=x"=3x" +4 enelintervalo —2<x<4

c{f_{x} =3x" —6x
dx

igualando a cero para obtener los puntos criticos:

' —6x=0 = x(3x-6)=0 = x,=0; 3x-6=0 = 3x=6 = .r:g:l

flo)=(0F =3(0) +4=0-0+4=4
PC, (0.4)

f(2)=(2F -302f +4=8-12+4=0
PC,(2.0)



aplicando el criterio de la segunda derivada:

d'y
Y —6x-6
dax”
6x—6|r:° =6(O)-—6=-6 <0
por lo tanto es un maximo y su forma es convexa.
6x—6|_, =6(2)-6=12-6=6>0
por lo tanto es un minimo y su forma es céncava.
Eso implica que en —2<x <0, Ia funcion es creciente, en 0 <x <2 es decrecienteyen 2<x<4 es
creciente.
d’y s o s
F =0, porlo tanto, si existen puntos de inflexion.
igualando a cero la segunda derivada para obtener los puntos de inflexion:

6x—6=0 = 6x=6 —= x=%=l

fl)=0F -301) +4=1-3+4=2

PI(1,2)
Calculando las ordenadas de los puntos extremos:
fl=2)=(=2F =3(-2) +4=-8-12+4=-16
Fl4)=(4F —3(4) +4=64-48+4=20
Trazando la grafica:

3) flx)=x*-2x"+1 enelintervalo —1.5<x<1.5

aff_{x] =4x —4x
ax
igualando a cero para obtener los puntos criticos:

40 —4x=0 = xl4x’-4)=0 = x,=0; 4x'-4=0 = x2=% = x=x

Sox=L x=-1

7(0)=(0)*-2(0) +1=0-0+1=1
PC,(01)

=0y -20y+1=1-2+1=0
PC,(1.0)

fl=1)=(-1) —=2(-1F +1=1-2+1=0
PC; ("1-0)



aplicando el criterio de la segunda derivada:

Y _1rx 4
i

12x° -4 =120 —~4=—4<0

por lo tanto es un maximo y su forma es convexa.
12x3 —4|I_] =12(1f -4=12-4=8>0

por lo tanto es un minimo y su forma es concava.
126 -4 =12(-1F -4=12-4=8>0

por lo tanto es un minimo y su forma es concava.

Eso implica que en —1.3<x =< -1, la funcidn es decreciente, en —1<x =0 es creciente, en 0=x <1
esdecreciente yen 1< x<1.5 es creciente.

d’y . .
d_lj Z 0, por lo tanto, si existen puntos de inflexion.
T
igualando a cero la segunda derivada para obtener los puntos de inflexidn:
: . 4 1 n
12 -4=0 = 12x =4 = x'=—=—- = x=%, -
12 3 N3

x,=0577% x,=-05773

F(0.5773)=(0.5773)* = 2(0.5773)" +1=0.1111-0.6666 +1=0.4444
PI,(0.5773,0.4444)

fl=05773)=(=0.5773)* —2(-=0.5773F +1=0.1111-0.6666+1=0.4444
PI,(-0.5773.0 4444)

Calculando las ordenadas de los puntos extremos:

fl-1.5)=(-1.5) =2(-1.5] +1=5.0625-4.5+1=1.5625

fl15)=(1.5) =2(1.5) +1=50625-4.5+1=1.5625

Trazando la grafica:

BC (1) | Maximo

Concavo COncavn

15 - 45 - 0.6 1 16 X
PC[-1.0) PC (1.0
Minimo 1 == Minimo

4) flx)=—=x*+6x*—0x+8 enelintervalo -1 x <5
M:—Bx: +12x-0
dx

igualando a cero para obtener los puntos criticos:
“3x*+12x-9=0 = 3x’ -12x+9=0 = x'-4x+3=0 = (x-1)x-3)=0
S 4= X, =3
F)==(1) +6(1) -9(1)+8=-1+6-9+8=4

PC,(14)
f(3)=—(3F +6(3) -9(3)+8=-27+54-27+8=8

PC,(38)



aplicando el criterio de la segunda derivada:
ﬂr;'1F=—45:vr+12

fax”

—6x+12 | =—6(1)+12=-6+12=6>0

por lo tanto es un minimo y su forma es concava.
—6x+1] _, =-6(3)+12=-18+12=-6 >0
por lo tanto es un maximo ¥ su forma es convexa.

Esoimpicagueen —1< x <1, lafunciones decrecente en 1 < x £3 escrecienteyen 3 < x £5 esdecreciente.
3

d—'s- # 0, porlo tanto, si existen puntos de inflexion.
%

igualando a cero la segunda derivada para obtener los puntos de inflexidn:
_6x+12=0 = —6x=-12 = x=_—1§=2
2)=—(2F +6(2) -0(2)+8=-8+24-18+8=6
PI(2.6)
Calculando las ordenadas de los puntos exiremos:
fl=1)=—-1F +6(-1F -9(-1)+8=1+6+9+8=24
7(5)=—(5F +6(5) —0(5)+8=—125+150—45+8=—12

Trazando la grafica:

5) f(x)=x" +3x enelintervalo —3<x<3
—df{x}:h: +3
ax

igualando a cero para obtener los puntos criticos:

34320 = =3 = xl=—>—_] = x=+41

Como no estd definido ese valor en los numero reales, no se tienen puntos criticos. Eso significa que no
hay ni maximos ni minimos.

Calculando las ordenadas de los puntos extremos:

fl=3)=(-3F +3(-3)=—27-9=-36

f(3)=3F +3(3)=27+9=36

En la siguiente grafica, se muestra que |a funcidn siempre es creciente:



Sea la funcion x(f)=1* —3t* +10¢t +8 que define a trayectoria, en metros, de una particula. Si f, =55

¥y L =8 5. Determinar: a) su posicion para f,b)su posicion para f,, ¢)su velocidad media entre £, v 1,
d) la velocidad instantanea para f=65, e) la aceleracion media entre 1, y f,, f) la aceleracidn

instantanea para =7 5.

a) x(5)=(5) =3(5)° +10(5)+8=125-75+50+8=108 m

b) x(8)=(8) —3(8) +10(8)+8=512-192+80+8 =408 m

c} ].-‘m :E:—4UE_];UE :@:lﬂﬂﬂ
At 8-5 3 5

d) v,:£:3rf—ﬁr+1ﬂ| =3(6) —6(6)+10=108—-36+10=82"
dt a 5

e) v, :%:3:-2 -ﬁr+10|r=5 =3(5F —6(5)+10=75-30+10=552

5
b2 g ~6t+10]_ =3(8) —6(8)+10=192-48+10=154
St o= g
. :E=l34—35:E=33 !?11
"~ Ar 8-5 3 5
fa, =ﬁ=ﬁr_ﬁ| =6(7)-6=42-6=36
dt s



3
- ; . cm
1) A un globo esférico se le bombea aire de forma que su volumen aumenta a razon de 200 — | ;con
5

qué rapidez crece el radio del globo cuando su didmetro es de 30em ?

X

L
&

ulg

3
Interpretando los datos: % =200 o ,D=30cm = r=15m
5

4
El volumen de un globo es: 7 :§m3

Derivando: ar _ Eﬂr“ =4t
dar

. dar
La razon buscada es: E

Relacionando las expresiones aplicando [a regla de la cadena:

v _dv dr
dt  dr di
Sustituyendo:
3
200 42 &
5 drt

ar
despejando E y sustituyendo r:

3
dr 200 cm
@ - __=pio70r .
dt  4rz{15cm) s

2) Se deja caer una piedra en un lago que crea una onda circular que se desplaza con una velocidad de

cm . . . .
40 — _ Hallar Ia razon a la cual aumenta el area dentro del circulo despues de 2 segundos.
5

ar m
T _p2
dr 5

t=2s

dar cm
Interpretando los datos: —=40— 7, =25
dt 5
El drea de un circunferencia es: 4 =

_ dad
Derivando: — = 2

. dAd
La razon buscada es: E



Relacionando las expresiones aplicando la regla de la
cadena:

dad _dd dr
dr dr dr
Paraf=25:
r=4022(25)=80 em
5
Sustituyendo:

M or(080m)f 0.40™ |=2.0106ﬂ_
dat \ s s

3) En una construccion, un camion vierte arena y se forma un monticulo de forma conica, cuya altura es
3
igual a los Edel radio de la hase. Obtener el incremento del volumen por unidad de tiempo cuando el

radio de la base es igual a 2 metros, sabiendo que el radio se incrementa a razon de 30 centimetros.
cada segundo.

A

Interpretando los datos: it == r,

dar ciH
n=30, —=30—

dft 5
El volumen de un cono es:

F":lﬂr:hzlmziirizlm"
3 3 V2 ) 2
Derivando: ar _3 ot
dar 2

arv
La razén buscada es: E

Relacionando las expresionaes aplicando |a regla de |a cadena:

v _dv dr
dt  dr adt
sustituyendo:
av 3 : ;

=27(2)(0.30)=5.6548 2
dt 2 ) ( ' s



4) Se vierte gasclina en un tanque cilindrico a razdén de 8— _ Si el radio es |a cuarta parte de la altura, ;a
5

qué velocidad sube el nivel de gasolina cuando A=3m?

ety

it
daFr om e
T

"

F=El'r
3m
\,_-___'?_f'nh_,-ﬁ
£l
Interpretando los datos: ﬂzﬁﬂ, r:E, h=3m
it 5 4
El volumen de un cilindro es:
v=mh=a 2| n=Lmp
\ 4 16

¥
Derivando: ﬁ = ifﬁr:
danh  1a

. ah
La razon buscada es: ?
[

Relacionando las expresicnes aplicando |a regla de |a cadena:
dli- _ dV dh
dt dah dt

dh
despejando E y sustituyendo:

idh 8
=5 =1.50% n
T 3 5
—l3
5708
5) Una escalera de 5 mefros de largo estd apoyada contra una pared vertical. Si el extremo inferior de la
escalera reshala alejandose de la pared a razon de 0.5 — |, icon qué rapidez resbala hacia abajo su
5

extremo superior cuando este extremo esta a 3
metros de [a pared?

¥y=3m

X ]
= gyl
F

Interpretando los datos: z=5m
¢dx cm
—=05—_y =3
dar 5 *
. dy
La razon buscada es: @&
At
Aplicando el teorema de Pitagoras:
I: +y2 — 52
Derivando con respecto a t©



Il
=

ox B 9y D _ 4 (55)
dt dar  dt

. dy
Despejando —:

5 dx
dy " ar __x ax_
dt 2y ¥y dt

Obteniendo x cuando y, =3

x=425-3 =425-9=416=4m
D__20s)=—066™
df 3 5

el signo negative significa que la escalera pierde altura.

M
6) Una persona de 1.8 metros de estatura camina en la noche en linea recta a una velocidad de 2.5 —

5
Si pasa a junto a un arbotante de 6 mefros de altura, obtener la velocidad del extremo de la sombra que
se genera sobre |a calle después de 3 sequndos.

H=&m
¥
Interpretando los datos:
dx _
—=25—, H=6m, h=18m, t=3s
drf 5

x=252(35)=75m
5

. dy
La razon buscada es: &y

Aplicando el concepto de semejanza de triangulos:

E_ h
Yy y—x
Despejando -
V_X=—Vy = 1-'—£1-'—r — -|l—i.|—r = =X
. H}—.H.-—}H-—}_i
H
Derivando con respecio a ©
dx
v _ ar
dt l—i
H
Sustituyendo:
E= T5m =1{}.?lﬁ
dt 18 5



1) Encontrar dos ndmeros cuya suma sea 20 y su producto sea maximo.
Sea x unnimeroy 20 —x el ofro.

P=x{20—x)=20x—x"

dP

—=20-2x
ax
H =-2 (porlotanto, es maxima)
ax”

-2
EZU = 20-2x=0 = -2x=-20 = _‘{':—_n:]_[l
dr -2

20—x=20-10=10
Los nimeros buscados son 10 y 10

2) Hallar dos nimeros diferentes cuyo producto sea 16 v la suma de uno de ellos con el cuadrado del otro
sea minima.

=16 = _];:E
X

. 16 256
S=x+y =_r+|—| =X+
LX) x
a5 512
dx X
d*5 1536 .
— = rlo tanto, ez minima
i e (po )
g 5 —
B_g = 1-22-9 = 12212 = p=s5130 = x={2=8
dax X X
X 8

Los numeros buscados son 8 p 2.

3) Una persona posee 2400 metros de malla y desea cercar un terreno rectangular que esta sobre un rio.
Si no necesita cercar al rio, icuales son las dimensiones del temreno que posee el area mas grande para
asi optimizar su malla?

¥

X X
Solucion.
Area=xy
Longitud =2x+ y = 2400
¥y =2400-2x
A=x(2400-2x)=2400x - 2x°
ad = 2400 —4x
dx
ﬁ =—4 (porlotanto, es maximao)
ax”
;—A= 0 = 2400-4x=0 = —4x=-2400 = x=— 2:{}0 =600
x p—

¥ = 2400 — 2x = 2400 — 2(600) = 2400 — 1200 =1200
Las dimensiones de la malla deben ser- 600 m de profundidad v 1200 m de ancho.



4) Se desea construir una caja rectangular de carton sin tapa. Si a un carton de 10 x 16 cm se le hace
una corte cuadrado en cada esquina y se doblan los bordes por las lineas punteadas. Cual debe se el
tamafio de los cuadrados recortados para maximizar el volumen?

i a

16
La longitud de la base es; 16 —2x
La anchura de la base es: 10— 2x
Laalturadelacajaes x
Volumen=(16-2x)10-2x)x
=(160-32x—20x +4x° K
=160x—32x7 —20x% +4x°
V=4x —52x" +160x

dr =12x" —104x +160

ax

‘ﬂ=n = 12x" —104x+160=0
ax

resolviendo la ecuacidn de segundo grado:
_ —(-104)% 104’ —4(12)160) _104+56

2(12) 24
x]:@:'ﬁ.ﬁﬁ: .‘J.':=E=2
24 24
TV _ 24x—104

2

i
24x-104| . =24(6.66)-104=160-104=56>0

por 1o tanto es un minimo.

24x—104] | =24(2)-104=48-104=-56 <0

por lo tanto es un maximo.

Se toma el valor que es maximo, es decir, los cuadrados recortados para maximizar el volumen deben medir 2 cm.

5) Se desea producir una lata que contenga un litro de leche. Detemminar las dimensiones que minimizan
el costo del metal para fabricar la lata.

[ :—.H:I'z

= -
& >~

El area total de la lata es igual a la suma de las areas de |a base, latapa vy los lados:
Area =2m* + 2mrh
Volumen = mr*h =1000 cm’

b= l[lf]nﬂ

¥




sustituyendo en el area:

A:Z;zr2+2m-?'_10q0'=’> 1...2000
\ m* | r

dA 2000
— =4 ——
dr re
d*A 4000

T =4r+—
dr r

) 2

B = 4m-“°?°=o > 42°-2000=0 = r=322% _541cm
dx 7 \ 4r
l; =M=&o,=10.8_ cm

o x(541)
4+ 40?0 = 4n+%=12.56+ 25.13=37.69 >0 (por lo tanto, es minimo)

r =541 .

La lata debe tener: 541 cm deradioy 10.82 cim de altura (es decir 27 ).

6) Cuando un avion que viene del puerto de Veracruz desplazandose a velocidad constante de 950 fz_
r

yestaa 250 kn de la ciudad de México, otro avion sale de la ciudad de México rumbo a Acapulco con

km
velocidad constante de 6{}Dh—_ S0 las trayectorias son perpendiculares, calcular el tiempo que
r

transcurrira hasta que la distancia que los separe sea minima.

La posicion del avion que viene de Veracruz en el instante inicial es 4,
La posicion del avidn que va a Acapulco en el instante inicial es B,

La posicion del avidn que viene de Veracruz ¢ horas mas tarde es .4,

La posicion del avién que va a Acapulco ¢t horas mas tarde es B,
México D.F

Acapulcy

Aplicando el teorema de Pitagoras y sabiendo que dis tancia =velocidad -tiempo, la distancia D
entre los aviones es:

D* =(600¢)" +(250-950¢)°



derivando implicitamente con respecto a 1

ED% =2(600¢)600+2(250—950¢ ) —950) = 720,000f —475.000 +1'805.000¢

ED% =2'525,0007 — 475,000
daD _ 2'525.0007 —475.000 _ 1'262.500r —237.500

dt 2D D
aD _, — 12625000-237500 _, _  1962500t—237.500=0
dr D
= 287300 6 88 hrs ~11.28 min
1262.500

1262,5001 237500 _ 1262.500(0)=237.500  237.500

D B D D
262,500/~ 237.500] _ 1262.500(1)—237.500 _1025.000

D . D D

como D siempre es positiva, la funcion pasa de decreciente a creciente, por lo tanto &5 un minimo.
El tiempo gue transcurre para que |la distancia sea minima es de aproximadamente 11 min.

sustituyendo:
D* =(600(0.188)) +(250-950(0.188))" =12.723.84+5.007.06 =17.821.80

D=17821.80 =133.49 Imn.

Calcular los siguientes limites aplicando la regla de L'Hopital:
1 tim o x=6

= x- —4
sustituyendo:
(2f +2-6 4+2-6

(27 -4 4-4

g
0

d (.,
—b ”‘6)_. 241 22)+1

s FX=0. 3 5
Sea = d Te2 ox 2(2) 4
2 oxt—4 2 _(1_;_4) ¥ 2(2,
=
c. 3
2) tim ax -:—S_r+3
ol o )
sustituyendo:
5{w}3+3{m]+3_m+m+3_f
(o) +7 =47 o

d (- 2
$42 1 Qv S )I'+8x+3) ) B .
lim 22 T81+3=limdx iy 10X +8 _10(c0)+8 o +8
e xP 47 e d (x* +7) e 2X 2(==)

818

(==

derivando una vez mas:

. SxT+8x+3

X r+7 X a [2_1’} P



IR
3) lim :’ x1 x—2
=2yt —3x° 4 3x-2

sustituyendo:
i QP -(F-(@)-2 _8-4-2-2 0
=2 (2F —3(2 +3(2)-2 8-12+46-2 0

. i R S
¥ oxt-x-2  fim dx(r r-x —}

=lim

3y  —2x -1

—2 ¥ | _ _:_’2 B pe) T
¥ =3 +3x-2 if_x’—lw‘+3x—2] 3xt —6x+3

3(2F -2(2)-1_ 12-4-1
3(2) -6(2)+3 12-12+3

7
3

4) lim SEmX
T4 x

sustituyendo:

sen(0) 0

0 0

S i_(senx)
lim — =1lim dx
-0 X x—0 d (’\)

dx

. COSX
=lim =
x>0 l

L
1

5) lim X+ 5en 3x
—0 X —5en 3x
sustituyendo:

0+35en3(0) 040 _0
0-sen3(0) 0-0 ©

d .
4 sen3x — (x4 sem3x)
].'i.'lIl — i.'l’.'l].dr

o i (x —sen 3x
dx

=0y — 5en 3x

) M—]nx
=l oy — 1
sustituyendo:

im = = =
) ++0]1-3cos3x 1-3l1) 1-3 -2

143cos3x 1+43(1) 1+3 4

=2



-1_
8) lim > 5
=1 x?_0
sustituyendo:
3*-81 _81-81 0

3¥_0 0_0 ¢(

(+* —81)
111

(xf—g} =i 2x  2(3) 6 6

d
2 —_
]jmxﬁ_m:l' v
—3 y- —0 x—+3 i

ax

9) limx‘e ™
el limite puede rescribirse como;
.ox
o
sustituyendo
e=r T
d (.,
— _\" a .
limx3 =l1mdx( )zhm 2. Re), =
e TR A ) T e e =
ax
derivando una vez mas:
d
- 2 2 2
y—lﬂex::ll—l-l} d-( : =:1rl—l~n.q-(')-x:) S '\'='>( K’) '.~f) («F (o =o-o+o-o
A (507 ) 2x{2xe” J+e* (2) 2(eof2(ee)e™" )+ (2)
ax
10y 1 tanx —x
} x50 ra
sustituyendo
tan(0)-0 0-0 _E
0° 0 0
il[tanx—x} 2
].immr_r—limdx _gosecx-1_1-1 0
=0y’ = i{x’] =0 3x? 0 0
derivando una vez mas:
iy 2R X=X _um—x(sec‘ Y_l)_lim2sec: x-tanx _2(1)'(0) _0
x—0 x3 = x—0 a 2 & x—0 6x ~ 6(0) = 0
d_(h )

derivando una vez mas:

i{lseczr-mnx)
d:

_ 73 2 N 2 2 B
hmt‘:aj:ur3 r:]jm i s :h_m_sec X -5ec x+1*:mx{4sec X t:m.r]
x—+l T x—+l i[ﬁxJ r—+0 i}

dx
2007 +o4(1)1) _2+0_2
6 ] i)

=0



11) lim
: re 4y°
sustituyendo
Sealﬂs) -
A=)
d S 4
Sg¥ i T )_ 206 _ 206" e
e 41'2 Yo 1(41:) rsm Oy S(oo) co
ax
derivando una vez mas:
d
2= 19 4x
HmSe“ —tim dx(“oe )_ﬁmsof‘ _ 80" o B
s 4 xe d o\ = 8 8 8
—(8x)
dax

en este ejemplo se demuestra que no todos los limites existen a pesar de 1a aplicacion de esta regla.

12) limg

X

sustituyendo: @ = % No aplica |a regla de L'Hopital.

Obtener |a diferencial dy de la funcién y=4x" —6x+5.

dy = (8x—6)dx

Sea y= x*, comprobar que dy £ Ay .

Obteniendo la diferencial de v - dy =2x-dx

Obteniendo el incremento de y - Ay = (x+Ax)' —x* = % + 2xAr +(Ax )’ — x* = 2xAx + (Ax)
Comparando ambos resultados, se observa como dy = Ay

51 se traza una figura, lo anterior se comprueba:

dy = 2x-dx Ay = 2x-Ax + (Ax)2

#+

Obtener |a diferencial 4y de las siguientes funciones:
1) y=—4x" +10x" —5x+7
dy =(-12x* +20x 5 )ax

9
2:| _}" =—3
X

y=9x"

dy=-27x" dx=—§dx



3) .v={)'(8JtT)7

y=6F
dy= %(81‘3 )% (24x2 Jix = 42x* {8

4) y=4sens5x’
dy = 4(1 5x? )cos 5x% dx =60x* cos5x* dx

5) y=6x"e*
ady=(6x2(4e* )+ e*(12x))dx

6) y:".l"i:c-s'] Ox
7(0) oo 63

Ji-(ox)  y1-81¢

7) y=m(12x*)°

y=8In12x’
3
y =200 5 20
12x X
6
8) y=——=
V1lx

1
y=6{1x*)?

3
d."=-%(lh")'%(44x’)dx=- 1328

Yty

9) y=5xtan(tan 4x)
y=5x(4x)=20x?
dy =40xdx

10) _].f*:zcscj 4y’
dy =—2[12x? f5esc* 4x? }csc 4x’ cotdx’ dx =—120x" csc’ 4x° cotdx’ dx

Sx+8x7 -2
1 y=22 "= <
ry —x*—6x

(—x* —6xJ15x? +16x)—(5x" +8x? — 2~ 4x* —6)

d
|[— x* —6x}! :

.d}":

12) Tay+6x—2y" —53° +4x° -18=0
daf

g P

dy = I g — Ty—>6 llxj

df Tx—4y-30y
dy

dx




1 y—
2.3 9-2y°

3 =3(9—2x3 )—l
=-s-20)" b=

14) y=log, (13x° -2
5(30x%) 195

= log,; edx=———"log, edx
3x-2) =* B2 B

15) y=7°"
dy =(18x)7° In9xdx

. 1
Obtener d° vde la funcion ¥y =—
X

Considerando que v = i =x", se aplica de forma rejterada:
x"
aj;:—i:dx; d’y idx:; a‘j}'——de d*y:ifatr*
X X x X
Obtener d°y de la funcidn y = sen2x
dy =2cos2xdx; d*y=—4sen2xdx*; d’y=—8cos2xdx’;

d*y =16sen2xdx*; d’y=32cos2xdx’

Dadas las siguientes funciones, obtener Ax, dv. Av. dv yel %oe, si ¥ se modifica de acuerdo a los
valores indicados:

1) y=x"-3x-2 sixpasadelall

Ar=x,-1,=11-1=01

dr=Ax=0.1

Ay=7, -y =[x+ Axf —3(x+ Ax)—2—(x? —31—2]

=x + 2xAx +(Ax) —3x—3Axr—2—x? +3x+2 = 2xAx + (Ax) —3Ax

Susfituyendo x=1 Ax=0.1:

Ay=2(1)0.1)+(0.1] -3(0.1)=02+0.01-0.3=-0.09

Ahora, diferenciando la funcion: gy = (2x—3)dx

Sustituyendo x=1 dv=0.1:

dy=(2(1)-3)(0.1)=-0.1

Calculando el error:

o o= —0.09-(-0.1)
-0.09
emor que se considera alto.

-100=11.11% = 5%

2) y=4x*-2x,six pasadera) 2a25,b) 2a21,¢c) 2a201
a) Av=x, - =25-2=05

dr=Ax=03

Ay=y,-y =4x +.i'~.x}: —2x +.{*.:c}—{4.!r2 —21]

=4x? + 8xAx + HAx) - 2x - 2Av —4x” + 2x = 8xAx + H(Ax ] - 2Ax
Sustituyendo x=2.Ax=0.5:

Ay =8(2)0.5)+4(0.5) —2(0.5)=8+1-1=8



Ahora, diferenciando la funcidn: gy = [8.!:— 2)dx
Susfituyendo x=2_dx=10.5:

dy =(8(2)-2)(0.5)=7

Calculando el error:

87

Yoe= 100=12.5% > 5%

error que se considera alto.

b) Ax=x, —x,=21-2=01
dr=Ar=0.1
Ay =8xAx + 4(Ax) - 2Ax
Sustituyendo x=2. Ax=0.1:
Ay =8(2)0.1)+4(0.1) =2(0.1)=1.6+0.04-02=1.44
dv =(8x—2)dx
Sustituyendo x=2, ax=0.1:
dy=(8(2)-2)(0.1)=14

Calculando el error:

144-14 100=2.77% < 3%
1.44

BImor que se considera muy aceptable.

¢) Ax=x,—x,=201-2=001

dr =Ax =001

Ay = 8xAx + 4{Ax) — 2Ax

Sustituyendo x=2, Ax=0.01:

Ay =8(2)(0.01)+4(0.01)* = 2(0.01)=0.16+0.0004—0.02 = 0.1404
dy =(8x—2)dx

Sustituyendo x=2, dx=0.01:

dy=(8(2)-2)(0.01)=0.14

Calculando el ermor:
0y o 01404014

0.1404
error que se considera muy aceptable.

Yoe=

100=0284%<3%

Aplicando el concepto de diferencial, hacer el calculo aproximado de los siguientes valores:

1) /26

Se elige el valor x, de la raiz mas cercana (."1 ={25= 5) y como X, al valor pedido:
x,=25.x,=26

= Av=dx=x,-x,=26-25=1

se modela el valor como funcion: y = Vx

1
dy =—p=dx
24x
sustituyendo: dy = - (1)-i-01
' 24257 10

Como Ax es pegueiio en relacion al dato buscado, se puede decir que Ay = dy
Ay=y,-¥y = w=y+hAy . y,=5+401=31

Por tanto, se pusde concluir que J26=51



2) 366

Se elige el valor x; de la raiz mas cercana (y, =64 = 4) y como X, al valor pedido:
X, =64.x, =66

= Ar=dx=x,-x,=06-64=2

se modela el valor como funcién: y =/x

dy =1
3Vx?
stituyendo: dy 3 (2) 2 0041666
sustituyendo: dy =——=\2)=—=0.
33/(64)° 48

Como Ax es pequefio en relacion al dato buscado, se puede decir que Ay =dy
Ay=y,—y, = wy=pn+Ay, . y,=4+0041666=4041666

Por tanto, se puede concluir que 366 =4.041666

3) {31

Se elige el valor x; de la raiz mas cercana (yl =332= 2) y como x, al valor pedido:
X =32,x,=31

= Ax=dx=x,-x,=31-32=-1

se modela el valor como funcion: y = {yrx—'

1
dy= dx
sx*
sustituyendo: dy = ,1 - (-1)= I =-0.0125
5{(32) 80
Como Ax es pegueiio en relacidn al dato buscado, se puede decir que Ay = dy
Ay=y,-y = ¥=y+Ay, =~ ¥,= 2+(—ﬂ.{}115}: 1.0875

Paor tanto, se puede concluir que i’ﬁ =1.0875

4) 3.05° |

Se elige el valor x, del cuadrado mas cercano (_v] =3= 9) y COmMo X, al valor pedido:
%-=3,%.=3.05

= Ax=dv=x,-x;,=3.05-3=0.05

se modela el valor como funcion: y = x?
dy=2xdx

sustituyendo: dy = 2(3)(0.05)=0.3

Como Ax es pequeiio en relacion al dato buscado, se puede decir que Ay = dy

Ay=y,-y = n=n+dy o 3, =9+03=03

Paor tanto, se puede concluir que 3.05% =03

5)10.2°

Se elige el valor x; del cubo mas cercano (1', =10’ = 1000) y como X, al valor pedido:
x,=10.x, =102

= Ax=dx=x,-x,=102-10=02

se modela el valor como funcion: y = 2
dy=3x"dx

sustituyendo: dy =3(10)*(0.2)=60



Como Ax es pegueiio en relacion al dato buscado, se puede decir que Ay = dy
Ay=y,—-y = wy=wpm+4y o ¥y, =1000+60=1060
Por tanto, se puede concluir que 10.2° =1060

6) log,,10.007

Como Ax es pequeiio en relacion al dato buscado, se puede decir que Ay =dy

Av=y,-y, = w=y+Ay, . y,=4+0.000304=4000304

Por tanto, se puede concluir que log,,10.007 = 4.000304

Se elige el valor x; del logaritmo natural mas cercano ( y=lne= 1)y como x, al valor pedido:
Y, =e=271828Lx,=27

= MAr=dv=x,-x,=27-2718281=-0018281

se modela el valor como funcion: v =Inx

dy:ldx
X

susfituyendo: dy = l[— 0.018281)=—0.006725
g

7)In27
Se elige el valor x, del logaritmo mas cercano (y, =log,, 10,000 =4) y como x,, al valor pedido:

1, =10,000, x, =10,007
= Av=dr=x,—x =10,007-10,000=7
se modela el valor como funcion: vy =log,, x
dy= llogm edx
x
1 .

sustituyendo: dy = ———(0.434294 )7 )= 0.000304

yendo: dy =~ 0000 ( )(7)
Como Ax es pegueiio en relacion al dato buscado, se puede decir que Ay = dy
Av=y,—w = wyv,=w+4y .o ¥y, =1-0006725=00993274

Por tanto, se pusde concluirque In2.7 =0.003274
Para encontrar valores aproximados de funciones trigonométricas, conviene recordar la siguiente tabla:

sen cos tan cot = o]
h 0 1 o Mo definida 1 Mo definido
Elg 0.5 0.85660 05773 1.7320 11847 2
45° 0.7071 0.7071 1 1 1.4142 1.4142
a0 0.86680 0.5 1.7320 0.5773 2 1.1847
ap® 1 0 Mo definido a Mo definido 1

B) cosB2°
Se elige como x, al valor del coseno mas cercano (yE =c0s60°=0.5) y como x, al valor pedido:
x; =60° x, =62°
= Ax=dx=x,-x,=62°-60"=2°
transformando a rjadianes:
360° — 27 rad | (27 7rad)(2°)

= = =0.034906 rad
2° s Axrad | 360°
se modela el valor como funcion: ¥ =cosx
dy =—senxdx

sustituyendo: dy = —0.8660(0.034906) =-0.030228
Como Ax es pequefio en relacion al dato buscado, se puede decir que Ay = dy
Ay=y, -y = y=y+Ay, .. ¥y, = 0.5+(-0.030228)=0.469771

Por tanto, se puede concluir que cos62°= 0460771



9) sen3”

Se elige como x, al valor del seno mas cercano (yl =s5en0°=0) y como x, al valor pedido:
X =07;x,=3°

= Ax=dx=x,-x,=3°-0°=3°

transformando a radianes:
360° — 2r rad | 2 °
b = Ax= Qxrad)3) _ 652350 rad
35 Axrad | 360°
se modela el valor como funcion: y =senx .. dy=cosxdx

sustituyendo: dy =1(0.052359)=0.052359

Como Ax es pequeiio en relacion al dato buscado, se puede decir que Ay =dy
Ay=y,-y, = wy=y+Ay . y,=0+ (0.052350)=0.052350

Por tanto, se pusde concluir que sen3®=0.052330

10) tan 44
Se elige como X; al valor de la tangente mas cercana (y; = tan45° =1) y como x; al valor pedido:
=45° x, =44°
= Av=dx=x,-x;=44"-45"=-1°
transformando a radianes:
360° — 2x rad | 2 -1°
], o ayOENN), g 170035
-1°—= Axrad | 360°
se modela el valor como funcién: y =tanx
dy =sec’ xdx

sustituyendo: dy =(1.4142)" (- 0.017453)=—-0.034906

Como Ax es pequeiio en relacién al dato buscado, se puede decir que Ay = dy
Av=¥,-¥, = ¥V,=W+Ay, -~ ¥, =1+(-0.034906)=0.965004
Por tanto, se puade concluir que tan44° =0.065004

Un mévil se mueve segun la funcién 5 =5¢" +1, donde 5 representa la distancia recorrida medida en
metros y ¢ el tiempo medido en segundos. Determinar el desplazamiento que experimenta el madvil en el

tiempo comprendido entre 7 segundos y | T+% | segundos.

f,=7.t,=7333333

= At=dr=i,-1,=7.333333-7=03333335
diferenciando la funcin: ds = (107 +1)dt

sustituyendo: ds = (10(7)+1)(0.333333) = 23.666666 m
en realidad recorre algo mas de esa distancia, ya que:
5=5(7.333333)7 £ 7.333333—(5(72 )+ 7)=24.222222 m
por lo que se ha cometido un emror de 0,555 centimetros.

Enla sucesion:{ a, } = L1350 -},elténnmmésimugmerales: =3

N nl
L2772 "2 L2 )



Para conocer los téminos de una sucesion, se sustituye el valor de ndesde 1 hasta el valor que se deses.
Determinar los primeros cinco términos de 1as siguientes sucesiones:

"

1 a, =
L 2n-1 |
jl
el primer término es; —— =2
? M) -1
. 22
el segundo térming es: =—
2(2)-1 3
j3
el tercer término es: —
2{3}—1
24
el cuarto término es: =
2{4] 1

el quinto término es:

2
Por lo tanto: { a"}: { 2,

481632
375 o’ )
2)a, —4, _n }
+1
1 1
el primer témino es; —— =—
1+1 2
2 2
el segundo térming es; ——=—
241 3
. 3 3
el tercer termino es;. ——=—
i+l 4
el cuarto término es:i:i
4+1 35
5 5
el quinto término es; —— =—
3.+1 s}
Porlotanto: {a_}=+ — 12345 |
273747576 J

Obtener el término general de las siguientes sucesiones:
10{a,}={135709.}

Se aprecia que se compone por nimeros impares, por lo que se deduce que el t&rmine general de esta
sucesion es a, = {2n—1}.

(123 45
2{al={ 52222
1273747576 )
Mdtese como el denominador de cada componente es igual al numerador mas uno, por lo gque se conluye

que el término general de esta sucesion es a_ =+ 18
n+



11 1 1 1
yla )=l — — — }
L3 9 27 81 243 )
Se advierte gue el denominador de cada término crece de la forma 3%, por lo que se deduce gue el
. . 1
termino general de esta sucesiones a, = { l-

¥

-

4]{%}:{013 8 15 24

00172

Analizando los numeradores, se deduce que estan dados por el cuadrado de cada nlilrr]eru natural menos

uno. Similarmente, los denominadores estan dados por el cuadrado de ese mismo numero natural pero
(1 |

nt +1 J

mas la unidad. Por lo tanto, el término general de esta sucesiones a, = {

Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

713 25 49 97

11{”&}: — T T |
27478716 327 |

El término general es a, ={ 3+2iH } , lo que implica que cada nimero es cada vez mas parecido a 3,

por o gque ese &5 el limite de la sucesion.

2){a,}={-4,-8-12,-16,-20,--- }

El término general es a, :{ —4n } lo que significa que la sucesion es decreciente y no acofada, asi
que el limite de la sucesion es — <, es decir, es divergente.

3] a.l' ={ 1
o+l
Expresando sus términos: {a“}:{ % %% i% Jl Se ohserva como el cocients tiende a la
]
unidad, por ko que el limite de la sucesidn es 1.

4} a, =

"

H

S i —
s ]

4 _
liii# |=-_ Se puede advertir como los
4 64 256 1024 J

Expresando sus términos: -{ aﬂ}:{ T
numeros son cada vez mas pequefios, por lo tanto, el limite de la sucesion es 0.

6){a }={2.581114 ...}

Como el término general es a, = { —1+3n } Ia sucesion es creciente v no acotada, por lo que el limite
de la sucesion es ==, es decir, es divergente.

8 a,=1{(-2r}
Expresando sus terminos: { an}: { -2.4,-8.16,-32.64.--- } Se aprecia claramente como el signo

de los ndmeros son altemados (sucesion oscilante), por lo tanto, 12 sucesion es divergente v su limite no
existe.






